
第 39卷第 12期
2022年 12月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 39 No. 12
Dec. 2022

热热热率率率约约约束束束下下下高高高超超超声声声速速速飞飞飞行行行器器器Gauss时时时间间间网网网格格格参参参数数数化化化轨轨轨迹迹迹规规规划划划

刘 平1†, 刘 航1, 仇国庆1, 刘兴高2

(1.重庆邮电大学自动化学院,重庆 400065; 2.浙江大学控制科学与工程学院,浙江杭州 310027)

摘要:针对热率约束下高超声速飞行器(HV)再入轨迹规划,提出一种结合光滑化不等式约束处理和非均匀Gauss
离散时间网格的改进控制变量参数化(CVP)优化算法.首先,结合HV动力学方程和约束条件建立了HV再入轨迹优
化问题;然后,采用光滑化函数对不等式路径约束进行处理并引入附加状态变量转化进微分方程中;进一步,在CVP
算法框架下,给出了基于Gauss分布的时间网格控制参数化策略,以此改善HV攻角控制精度进而提升HV再入航程;
最后,在通用航空器模型上进行仿真测试,验证提出方法的性能并分析不同热率约束限值对最大航程规划的影响.
结果显示,相较于均匀时间网格参数化CVP–S–P方法,改进方法再入航程增加320.1 km(提升4.1%),表明了改进算
法的有效性;同时,基于本文方法仿真结果,热率限值降低对HV最大航程减少有限,当热率限值降低15%时,最大航
程损失仅3.16%,展示了本文方法对HV热防护设计的理论价值.
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Abstract: An improved control variable parameterization (CVP) optimization method combining with the inequality
path constraints smoothing handling and the nonuniform Gauss discrete time grid is proposed for the hypersonic vehicle
(HV) reentry trajectory planning with heating rate constraint. Firstly, the HV reentry trajectory planning optimization
problem is established by analyzing the HV dynamic equations and constraint limitations. Next, a smoothing function
is employed to handle inequality path constraints and an extra state parameter is introduced to transform them into state
equations. Accordingly, a non-uniform Gauss discrete time grid strategy is proposed under the CVP approach frame to
improve the angle of attack control precision and the HV reentry downrange. Finally, the simulation tests are carried out
on a common aero vehicle to verify the performance of the proposed method and then to analyze the impact of different
heating rate constraints on maximal reentry downrange. Test results reveal that the maximal reentry downrange of the
proposed method increases by 320.1 km (4.1% improvement) compared with the uniform time grid discretization CVP–S–
P method, showing the effectiveness of the improvement. Meanwhile, numerical tests show that the influence of maximal
heating rate reduction to downrange is limited, and the results reveal that when heating rate constraint decreases by 15%,
maximal downrange only reduces 3.16%, indicating the theoretical value of the proposed method in HV thermal protection
system design.
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1 引引引言言言

高超声速飞行器(hypersonic vehicle, HV)具有极
高的飞行速度,在军事和民用领域具有广阔应用前
景[1].近年来, HV再入轨迹优化研究受到国内外研究
者广泛关注[2–3].考虑到HV在再入段一般无动力源,
完全依靠气动力实现远距离快速精准打击,所以再入
段轨迹规划结果对飞行器能否准确安全完成飞行任

务至关重要[4–6].然而, HV在再入段做滑翔飞行时需
要进入大气层,飞行环境复杂且速度高(马赫数> 5),
此时在气动加热产生的热量和内部应力等共同作用

下机体表面温度会长时间在1000◦C以上[7],这给HV
热防护系统(thermal protection system, TPS)的结构设
计方面带来了巨大的挑战,所以热防护问题也成为
HV结构设计的主要研究内容之一[8].但是, HV热防
护系统也不能无限增加防护指标,如果HV热防护系
统的结构设计得过于复杂,虽然能够有效增强飞行器
防热,但会增加飞行器重量和体积,对隔热材料要求
也会更为苛刻,进而增加飞行器设计和维护成本.
文献[9]指出,考虑到HV做无动力滑翔飞行,通过

改变攻角的大小来改变气动力产生的升降力,因而攻
角的改变也能影响到热防护系统的作用.因此,从飞
行器控制角度出发,通过对攻角参数的优化,选取最
优攻角参数给TPS设计提供了新的思路.近些年,国内
外的诸多研究者[10–11]也基于此思路将HV飞行过程中
热载(即在整个飞行时间内对热率进行积分)作为优化
性能指标,基于优化理论减少了飞行时间内由气动加
热产生的热量和热防护系统的重量.但是由于HV需
要满足的热率路径约束一般按最大热率设计,传统优
化方法还是难以降低热保护系统的设计难度和材料

成本;另一方面, HV的热防护系统主要作用于再入段,
而HV再入段飞行要求在大气层外缘的高超声速飞行
器安全可靠的到达稠密大气层中的某一个位置,并且
满足路径约束、终端约束和控制变量约束等条件[12],
再入段轨迹规划作为实现HV再入段飞行任务的重要
手段,对热防护系统选择和HV飞行任务的成功实施
均具有重要影响.
本质上来讲, HV再入轨迹规划是含有复杂约束条

件的非线性最优控制问题,一般通过优化控制向量,
使飞行器从初始状态开始,在满足一系列复杂约束条
件后达到预定终端状态并且实现某个性能指标最

优[13].因而,最优控制算法是HV再入轨迹规划的有效
方法[14].当前,最优控制问题的求解方法包括数值法
和启发式算法等[15–16].数值法主要分为间接法和直接
法[17],其中间接法是基于庞特里亚金极小值原理将最
优控制问题转化为两点边值问题进行理论求解,进而
得到比较精确的解[4];直接法则是将最优控制问题
(optimal control problem, OCP)离散化为非线性规划
(nonlinear programming, NLP)问题再进行数值优化

方法求解,其主要分为伪谱法 (Gauss pseudospectral
method, GPM)和控制向量参数化方法(control variab-
le parameterization, CVP),直接法的优点在于能够有
效降低优化问题的复杂程度,具有较大的收敛域,更
易数值求解实现.其中:伪谱法主要思想是通过采用
多种正交多项式对状态变量和控制向量离散逼近,然
后将OCP近似转化为NLP问题进行求解.近年来,该
类法也被广泛应用于HV的轨迹优化问题求解,比如
文献[10]基于传统Gauss伪谱方法开展了HV再入轨迹
快速优化研究;文献[18]提出了分段区间配点网格重
构的自适应伪谱法,提升了HV优化问题求解效率;文
献[19]则在传统Gauss伪谱法基础上引入了分段优化
思路适应不同飞行任务.伪谱法具有收敛域范围广,
收敛速度快的优点,但文献[14]也指出其存在生成的
NLP问题规模较大,随着求解问题的复杂化增加求解
难度而不易找到满意的优化解的缺陷.
相比于伪谱法, CVP方法则只离散控制向量,而微

分方程保留在转化后的NLP问题中,所以产生的NLP
问题规模较小,同时得到的状态轨迹也更加精确,但
求解NLP问题需要多次求解微分方程组,控制变量离
散时间节点选取对优化结果有影响.当前, CVP法也
在HV轨迹优化问题求解上得到了广泛应用,其离散
网格选择方式与路径约束处理成为了研究热点方

向[20, 22].由于HV具有复杂的约束条件,需要在整个再
入过程满足热率、动压和过载等路径约束[14],相比其
他优化问题,处理起来具有一定难度.为此, Teo等[23]

提出了增强时间转换策略(enhanced control variable
parameterization, ECVP),直接将时间网格的长度作
为待优化参数,使原来时间网格的节点映射到新的时
间尺度上; Zhang等[24]使用了经典的CVP方法和EC-
VP方法,用于HV轨迹优化求解; Liu等[25]基于CVP法
将光滑化惩罚函数和终端约束处理用于轨迹优化的

求解.然而,为了获得更加精确的优化结果,还需要对
时间网格进行优化,使其在较少时间网格数量下划得
更加接近实际控制曲线[26].因此,研究者们也提出了
各自的时间网格优化策略[25, 27–28].

HV再入轨迹优化的航程距离能够很好反映飞行
器在再入过程的机动性能指标,为了进一步提升HV
轨迹优化问题的求解效果,同时得到精确的状态轨迹
约束满足曲线,本文以CVP方法为基础,借鉴伪谱法
离散配点方式,针对HV轨迹优化问题的约束处理和
控制变量离散时间网格选择提出一种非均匀Gauss离
散时间网格参数化CVP方法.首先,将求解的轨迹优
化问题数学模型化,采用光滑化惩罚函数法将路径约
束转化到目标函数中;其次,求解Legendre多项式的
零点,通过时间转换公式得到控制时域内的高斯了离
散时间节点;然后采用终端约束惩罚方法将优化问题
转化为无约束问题;最后,对热率约束下HV轨迹优化
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的最大航程问题进行数值仿真,并与先前求解方法和
文献方法对比以验证提出方法的正确和有效性.在此
基础上,本文进一步结合HV再入飞行任务要求,开展
不同热率约束下HV最优轨迹优化算法研究,通过飞
行器参数最优选择,在满足HV飞行约束的情况下分
析降低热载约束限值对飞行目标性能的影响,以此为
HV的TPS设计选择提供理论依据.
本文的结构安排包括5个部分:第1节为引言部分;

第2节是HV轨迹优化问题数学建模;第3节描述了轨
迹优化问题路径约束处理方法和提出的基于Gauss时
间网格离散CVP方法,并描述了提出方法的求解结构
和算法步骤;第4节进行了CAV–HV实例数值仿真求
解和结果分析;第5节对本文工作进行了总结.

2 HV轨轨轨迹迹迹优优优化化化问问问题题题数数数学学学模模模型型型
2.1 HV运运运动动动方方方程程程模模模型型型
结合文献[4, 25]研究,将HV对象在再入飞行过程

中假设为一个质点,同时考虑地球非旋转.因而,得到
描述HV质心运动的微分方程模型为

ḣ(t) = V (t) sin γ(t),

V̇ (t) = −D

m
− g sin γ(t)

(Re + h(t))2
,

γ̇(t) =
L(t)

mV (t)
+

V (t) cos γ(t)

Re + h(t)
−

g cos γ(t)

V (t)(Re + h(t))2
,

ṙ(t) =
ReV (t) cos γ(t)

Re + h(t)
,

(1)

式中: h(t)为飞行器的海拔高度; V (t)为飞行速度;
γ(t)为航迹倾角; r(t)为航程; Re为地球半径; m为飞
行器的质量; g为重力常数; L和D为飞行器的升力和

阻力,分别表示为

L = 0.5ρ(h)V 2SaCL, (2)

D = 0.5ρ(h)V 2SaCD, (3)

其中: Sa为飞行器的受力参考面积; ρ(h)表示大气密
度随高度的变化关系,表达式为

ρ(h) = ρ0e
−βh, (4)

CL和CD是升力L和阻力D的系数,分别是关于攻角
α的函数

CL = CL0
+ CLα

α, (5)

CD = CD0
− CDα

α+ CDα2α
2, (6)

攻角α为控制变量,其控制边界为

αmin 6 α 6 αmax. (7)

同时,在HV再入过程中,飞行环境恶劣且受到自
身结构限制,因此HV在整个飞行过程中需要严格满

足热率、动压和过载等路径约束,分别表示为

CρH(t)V M(t) 6 Qmax, (8)

0.5ρ(t)V 2(t) 6 Pmax, (9)√
L2(t) +D2(t)

mg0
6 ηmax. (10)

此外,对于HV的再入轨迹规划,通常需要从预先
设定的初始时刻状态到达指定的终端时刻状态,因而
HV再入轨迹规划过程还需要满足初始和终端约束条
件表示为

h(t0) = h0, V (t0) = V0, γ(t0) = γ0, r(t0) = r0,

(11)

h(tf ) = htf , V (tf ) = Vtf , γ(tf ) = γtf . (12)

2.2 轨轨轨迹迹迹优优优化化化问问问题题题模模模型型型

结合模型分析,定义动态系统状态向量为x(t) :=

[h(t) V (t) γ(t) r(t)]T,控制向量为u(t) :=α,则HV
质心运动微分方程可以简化表示成如下形式:

ẋ(t) = f(x(t),u(t), t), (13)

式中: f : R× Rn × Rm是关于时间t ∈ R、状态向量
x ∈ Rn和控制向量u ∈ Rm的非线性函数, n和m分别

表示状态向量和控制向量的维度.结合式(11)–(12),
系统的初始和终端状态值表示为

x(t0) = x0, (14)

x(tf ) = xf . (15)

同时,结合通用路径约束形式将路径约束(8)–(10)
写成一般形式为

G(x(t),u(t), t) 6 0. (16)

控制边界条件表示为

umin 6 u(t) 6 umax. (17)

在HV轨迹优化过程中,通常存在各种各样的优化
目标,如飞行时间最短、能量消耗最少等,这些性能指
标通常用目标函数表示.本文采用Bolza形式的目标
函数进行表示,其包含终值项(Mayer形式)和积分项
(Lagrange形式),具体如下式所示:

min J1 = Φ0(x(tf ), tf )+w tf

t0
L0(x(t),u(t), t)dt, (18)

其中: Φ0(·)为终值项, L0(·)为积分项, Φ0和L0为连续

可导函数.最终, HV再入轨迹优化问题可以描述为如
问题(P1)所示的最优控制问题.

问问问题题题 1 (P1) 给定连续动态方程(13)和状态初始
条件(14),通过优化控制向量u(t)使得其在整个控制

时域 t内满足路径约束条件(16)和边界约束(17),在到
达指定终端约束(15)的同时,目标函数(18)为最优.
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3 非非非均均均匀匀匀Gauss网网网格格格参参参数数数化化化轨轨轨迹迹迹优优优化化化方方方法法法
3.1 路路路径径径约约约束束束处处处理理理

由于飞行器在飞行任务中面临异常恶劣的飞行环

境,故在整个飞行时间内要严格满足热率、动压和过
载路径约束,这给轨迹优化的求解带来了难度[25].本
文在先前研究发现[29],采用惩罚函数法可以很好地处
理最优控制问题路径约束.因此,本文采用l1光滑化近

似函数将HV轨迹优化问题的约束近似化处理,然后
采用惩罚函数将路径约束增广进目标函数中进行求

解.
首先,运用max函数对式(16)中每个不等式路径约

束Gr(x(t),u(t), t), r ∈ ∆ = {1, 2, 3}进行表示w tf

t0

r∑
i=1

max{Gr[x(t),u(t), t], 0}dt, r = 1, 2, 3.

(19)

由于式(19)为非光滑化函数,因而运用光滑化近
似函数进行处理为

Pr(Gr[x(t),u(t), t], ε) =

0.5 {
√
Gr[x(t),u(t), t]2 + 4ε2+

Gr[x(t),u(t), t]}, (20)

其中: Pr是关于Gr[x(t),u(t), t]和 ε的函数, ε (0 <

ε < 1)是光滑化因子.分析后可知,当ε取值较小时,式
(19)可以光滑近似化为w tf

t0

r∑
i=1

max{Gr[x(t),u(t), t], 0}dt ≈
w tf

t0

r∑
i=1

Pr{Gr[x(t),u(t), t], ε}dt, r ∈ ∆. (21)

式(21)可由以下定理1保证:

定定定理理理 1 设光滑化因子 ε > 0,对光滑近似函数
pr{Gr[x(t),u(t), t], ε},有

0 <pr{Gr[x(t),u(t), t], ε}−
max{Gr[x(t),u(t), t], 0} 6 ε. (22)

限于篇幅,定理1的证明请参阅文献[29].
进一步,为了处理光滑化后的不等式约束,引入附

加状态变量xn+1,令

ẋn+1(t) =
r∑

i=1

0.5 {
√
Gr[x(t),u(t), t]2 + 4ε2+

Gr[x(t),u(t), t]}. (23)

由xn+1(t0) = 0,可得

xn+1(tf )=
w tf

t0

r∑
i=1

0.5 {
√
Gr[x(t),u(t), t]2 + 4ε2+

Gr[x(t),u(t), t]}dt =
xn+1(t)|tft0 , r ∈ ∆. (24)

将式(24)通过引入惩罚因子ρ增广进式(18),问题

(P1)的目标函数由式(18)转化成为如下式子:

min J2 =

Φ0(x(tf ), tf ) +
w tf

t0
L0(x(t),u(t), t)dt+

ρxn+1(tf ). (25)

经过光滑化近似和附加状态变量转换后,不等式
约束项将通过新的状态变量转换进微分方程中,一方
面减少了不等式约束个数;另一方面路径约束满足情
况也可以通过新的状态轨迹精确表示.

注注注 1 本文光滑化函数中光滑化因子ε的选取公式参

考文献[29]推荐值为ε = 2ς/[(1 +
√
5)ρr(tf − t0)], r为路径

约束的个数, ς为求解NLP问题时设置的求解精度;为了保证

路径约束的近似化后的求解精度,惩罚因子推荐选取为ρ >
ρ∗(ρ∗ = 10/ς).

3.2 非非非均均均匀匀匀Gauss控控控制制制向向向量量量参参参数数数化化化
通过对文献[25]得到的HV优化轨迹分析后发现,

其控制曲线轨迹呈两端变化剧烈而中间变化平缓的

趋势,具有类似于Gauss分布的特性.因此,本文提出
非均匀高斯离散方法进行控制向量参数化.引入新的
时间变量τ将控制时域[t0, tf ]采用式(26)进行时间尺
度变换

t = 0.5(tf − t0)τ + 0.5(tf + t0), (26)

从而时间区间从[t0, tf ]转化到[−1, 1].进一步采用Le-
gendre多项式在[−1, 1]区间进行离散配点选择,其多
项式公式为Pn+1(τ) = (τ − αn)Pn(τ)− β2

nPn−1,

P0(τ) = 1, P−1(τ) = 0, n = 0, 1, · · · .
(27)

由Legendre多项式正交多项式的性质可得, Pn(x)

所有的零点都是位于开区间(−1, 1)内的单重实根.结
合文献[30]的分析和证明可知,当αn和βn的取值分别

为αn = 0, βn = n/
√
4n2 − 1时,如下矩阵:

H =


α0 β1

β1 α1 β2

. . . . . . . . .

βn−2 αn−2 βn−1

βn−1 αn−1


的特征值即为Legendre多项式的根.
因而,通过对N次多项式(27)求解,便可以得到开

区间(−1, 1)内的N个离散点,记作τi(i = 1, 2, · · · ,
N),该离散节点符合Gauss分布,相邻时间节点的长
度不相等,即τk−τk−1 ̸=τk+1−τk, k=1, 2, · · · , N−1.
结合得到的N个非均匀离散时间节点,则可采用

控制向量参数化将转换后的控制时域[−1, 1]分成N

个时间网格,每个时间网格的节点记为
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t0 < · · · < tk < · · · < tN , k = 1, 2, · · · , N, (28)

在每个时间段[tk−1, tk]内,将连续的控制变量近似为
一组参数函数,控制变量在每个时间段上近似为

u(t) ≈ ũ(t) =

N∑
k=1

σkχ[tk−1,tk)(t), t ∈ [tk−1, tk), (29)

式中σk表示离散控制参数.本文中,选择分段常量函
数χ[tk−1,tk)(t)为基函数,如式(30)所示:

χ[tk−1,tk)(t) =

1, t ∈ [tk−1, tk),

0, 其他.
(30)

基于此,控制变量经近似化后在第k个时间网格

[tk−1, tk)上的控制变量为uk(t) = [σk
1 σk

2 · · · σk
m]

T.
同时,结合光滑化惩罚约束处理后,最优控制问题(P1)
经非均匀离散化后转化为如下NLP问题:

min J3 =

Φ0(x(tf ), tf ) +
N∑

k=1

w tk

tk−1

L0(x(t),σ
k, t)dt+

ρxn+1(tf ), (31)

s.t. ẋ = f(σk,x(t), t), t ∈ [tk−1, tk),

x(t0) = x0,

x(tf ) = xf ,

σmin 6 σk 6 σmax.

此外,为了减少约束个数,采用终端约束转换法将
终端约束增广进目标函数中,则问题(31)的目标函数
被进一步转化成为如下形式:

min J4 =

Φ0(x(t), t) +
N∑

k=1

w tk

tk−1

L0(x(t),σ
k, t)dt+

ρxn+1(tf ) + ηi(xi(tf )− xtf )
2, i = 1, 2, 3, (32)

其中: ηi, (i = 1, 2, 3)为惩罚系数,其参数取值选择可
参见文献[25].最终,问题(P1)被转化为如下NLP问题.

问问问题题题 2 (P2) 给定连续动态方程(13)和状态初始
条件(14),通过在整个控制时域[−1, 1]内优化控制向

量参数σ,使目标函数(32)最大.

经过控制变量参数化后,问题(P2)对于问题(P1)的
收敛性可以由定理2保证,篇幅所限,其证明过程读者
可以参阅文献[29, 31].

定定定理理理 2 已知u∗是问题(P1)的最优解,假设(σ̃∗,

t̃∗)是问题(P2)的最优解组合,其中ũ∗为该组合构成的

相应控制常量,当N → ∞时,有

lim
N→∞

J4(ũ
∗) = J1(u

∗).

3.3 非非非均均均匀匀匀Gauss控控控制制制向向向量量量参参参数数数化化化优优优化化化方方方法法法步步步骤骤骤
基于上述非均匀Gauss时间网格控制向量参数化,

给出本文提出方法(简称为CVP–G方法)的实现过程,
其算法流程如图1所示,算法步骤如下.

图 1 基于非均匀Gauss控制向量参数化优化算法流程图
Fig. 1 Flow chart of non-uniform Gauss control variable

parameterization optimization approach

步步步骤骤骤 1 输入离散个数N ,初始优化参数u0, tf ;
设置优化问题的求解精度,微分方程求解精度,路径
约束惩罚因子ρ,光滑化因子ε,终端状态约束惩罚系
数ηi, (i = 1, 2, 3),状态初始值x0,控制边界umin和

umax;

步步步骤骤骤 2 采用光滑化惩罚函数法处理路径约束;

步步步骤骤骤 3 计算N次Legendre多项式,得到N个非

均匀时间网格;

步步步骤骤骤 4 使用非均匀Gauss时间网格进行控制向
量参数化,将问题(P1)离散化为NLP问题(31);

步步步骤骤骤 5 终端状态惩罚函数处理,得到目标函数
(32);

步步步骤骤骤 6 计算问题(P2)的目标函数关于优化参数
的梯度信息;

步步步骤骤骤 7 结合梯度信息使用SQP算法求解NLP
问题;

步步步骤骤骤 8 输出优化后控制轨迹.

4 仿仿仿真真真校校校验验验

以美国波音公司提出的通用航空器(common aero
vehicle, CAV)HV模型为测试对象[32],选择再入段HV
纵向再入航程作为优化目标函数进行数值优化仿真,
因此问题(P1)中相应的目标函数为

max J1 = r(tf ). (33)

CAV高超声速飞行器的各项气动参数取值如表1
所示,轨迹优化的初始值和终端约束值见表2.本文的
数值仿真实验在配置为1.6 GHz Intel Core i5-8286U
处理器和16 GB 2666 MHz Samsung DDR4内存的个
人电脑MATLAB 2018a平台上进行.
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表 1 CAV高超声速飞行器的各项气动参数取值
Table 1 Aerodynamic parameters of CAV hypersonic vehicle

参数 物理意义 数值 参数 物理意义 数值

g 万有引力常数 3.986 × 1014 m3/s CDα
系数 −1.51

g0 地表重力加速度 9.8 CDα2 系数 5.87
Re 地球半径 6371200 m αmin 控制下界 −0.2618 rad
m 飞行器质量 907.186 kg αmax 控制上界 0.5236 rad
Sa 飞行器参考面积 0.4839 m2 Qmax 最大热率 8.0 × 106 W/m2

ρ0 海平面密度 1.2258 kg/m3 C 常量 7.9686 × 10−5 J · s2/m3.5/kg0.5

β 密度系数常数 1.3785 × 10−4 H 常数 0.5
CL0

系数 −0.51 M 常数 3.0 rad
CLα

系数 3.44 Pmax 最大动压 50000 Pa
CD0

系数 0.29 ηmax 最大过载 3.0

表 2 CAV–HV轨迹优化边界值约束
Table 2 Boundaries of CAV–HV trajectory opti-

mization

初始值 终端约束

h(0) 8.0 × 104 m h(tf ) 2.4 × 104 m

V (0) 6.4 × 103 m/s V (tf ) 760 m/s

γ(0) −0.052 rad γ(tf ) −0.008 rad

r(0) 0 m r(tf ) –

在CVP–G方法数值测试过程中,使用fmincon求
解器在SQP算法下求解NLP问题,优化误差精度设置
为10−4,微分方程求解精度为10−6,所采用的惩罚因
子为ρ = 10, 3个终端约束的惩罚系数分别设定为
η1=100, η1=100, η1=10−6.同时,采用文献[25]控
制变量离散化个数,设置离散时间节点数为N=30.此
外,为了验证本文提出方法求解的有效性,选取Zhang
等[24]使用的经典CVP方法和增强型CVP (enhanced
CVP, ECVP)方法, Liu等[25]提出的CVP–B–P和CVP–
S–P方法在同样热率约束条件下与本文方法进行对比
测试.
表3列出了本文方法求解结果与文献方法的优化

结果对比.在热率约束为800,000 W/m2时,本文方法
得到8160.0 km的纵向再入航程和2088.7 s的飞行时
间,与Zhang等[24]使用经典CVP方法和ECVP方法求
解得到的6831.0 km和7265.8 km最大航程, Liu等[25]

提出的CVP–B–P和CVP–S–P方法得到的7724.8 km
和7839.9 km优化结果相比,本文的CVP–G方法求解
得到的最大航程和飞行时间均得到提升,比文献[24]
(EC-VP)和文献[25](CVP–S–P)得到的航程分别提升
894.2 km和320.1 km,表明了所提出的非均匀时间节
点离散对HV轨迹优化的有效性.
进一步,图2给出了CVP–G和CVP–S–P方法在相

同离散时间节点数下仿真计算得到的控制曲线,其中

CVP–G方法为非均匀高斯离散时间网格, CVP–S–P
方法为均匀时间网格.由图可知,本文提出方法得到
的控制曲线在中间段振荡较小,在两端的控制也较
CVP–S–P方法更为精细.在此控制下,本文的CVP–G
方法得到的航程也比CVP–S–P方法远,如图3所示.由
于CVP–G和CVP–S–P方法均采用了光滑化处理策略,
其热率约束满足情况如图4所示,由图可知,两种方法
均能很好满足热率约束限值,显示出本文方法的作用.

表 3 不同方法CAV–HV轨迹优化结果
Table 3 Test results of different CAV–HV trajec-

tory optimization methods

研究者 方法 N Jmax/ km tf /s 热率约束

Zhang等[24] CVP 10 6831.0 1762.0 8.0× 106

ECVP 10 7265.8 1864.8 8.0× 106

Liu等[25] CVP–B–P 30 7724.8 1995.8 8.0× 106

CVP–S–P 30 7839.9 2026.6 8.0× 106

本文 CVP–G 30 8160.0 2088.7 8.0× 106

图 2 CVP–G和CVP–S–P的控制曲线(N = 30)

Fig. 2 Control curves of CVP–G and CVP–S–P meth-
ods (N = 30)

此外,文献[33]采用伪谱法对不等式路径约束进
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行高斯配点离散处理,在相同热率约束下对此HV轨
迹优化问题进行求解并获得了8237.8 km的最大航程
距离,相比于本文优化结果,文献[33]得到的最大航程
虽然提高了77.8 km,但其热率路径约束在89∼109 s
时违反上限值;文献[4]针对GPM方法在非离散点出
现违反约束限值的情况,对GPM方法提出了改进,改
进方法在第3次迭代后热率约束得到满足.与文献结
果对比后发现,本文只需采用一次光滑化和附加状态
转换便可对不等式约束进行很好处理并得到精确的

约束满足.

图 3 CVP–G和CVP–S–P的航程曲线(N = 30)

Fig. 3 Downrange curves of CVP–G and CVP–S–P
methods (N = 30)

图 4 CVP–G和CVP–S–P的热率差值变化曲线(N = 30)

Fig. 4 Heating rate deviation curves of CVP–G and
CVP–S–P methods (N = 30)

为了进一步分析不同热率约束限值对CAV–HV
航程规划的影响,以此在HV热防护系统设计与轨
迹规划中找到最佳组合.采用本文CVP–G方法对最
大热率约束从 800,000 W/m2以 20,000 W/m2递减至

680,000 W/ m2下的6种约束条件分别进行轨迹优化
求解,以分析热率约束与轨迹规划之间的关系.表 4给
出了本文CVP–G方法在 6组不同最大热率约束下的
CAV–HV轨迹优化结果,包括最大飞行航程和飞行时

间两个指标.由表4可知,在 6组测试中,本文CVP–G
方法均成功求解,进一步表明所提出方法的有效性.
分析表 4可知,随着热率约束限值的下降, CAV–HV规
划得到的最大航程和飞行时间均呈减少趋势,这表明
热率约束限值对HV航程具有显著影响.

表 4 不同热率约束下CVP–G方法优化结果

Table 4 Optimization results of CVP–G method
with different heating rate constraints

测试 热率约束W/m2 目标函数/km 飞行时间/s

1 800,000 8160.0 2087.7

2 780,000 8129.1 2084.5

3 760,000 8092.6 2078.5

4 740,000 8052.6 2071.9

5 720,000 8006.5 2063.7

6 700,000 7960.0 2056.9

7 680,000 7902.5 2045.3

为深度分析热率约束对航程的影响程度,图5给出
了航程随热率约束变化的趋势图,由图可知,热率约
束降低对航程有减少作用,但其降低作用较为轻微.
更进一步,图 6给出了当热率从 800,000 W/m2降为

680,000 W/m2时,热率和航程变化的百分比趋势,分
析可知,当热率约束最大降低15%时,对应的最大航
程从8160 km降到7902.5 km,航程损失仅3.16%,由
此表明单纯增大HV热防护系统的热率防护上限极值
对增加HV的航程作用有限.同时,通过与表3种数据
对比后可知,本文CVP–G方法在680,000 W/m2热率

约束下得到的最大航程为 7902.5 km,优于CVP–S–P
方法在800,000 W/m2热率约束下的最大航程值,表明
本文方法在得到更优航程规划的同时,对于HV热防
护系统的热率防护限值设计具有重要的指导作用,将
为高超声速飞行器的热率监测设备工作范围设计提

供支撑.

图 5 CVP–G规划航程随热率约束变化趋势图

Fig. 5 Trend of CVP–G optimization range variation
with different heating rate constraints
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图 6 CVP–G规划航程随热率约束变化百分比趋势图
Fig. 6 Percent trend of CVP–G optimization range

variation with different heating rate constraints

为了展示不同热率约束下CVP–G方法优化得到
的控制曲线和状态曲线变化,为HV热防护系统设计
提供参考,图7给出了6种热率约束下的CAV–HV最优
攻角控制曲线,图8–11展示了相对应的高度、速度、
航迹倾角、航程状态变化曲线,图12给出了不同热率
约束限值下的热率差值变化曲线.由图可知,在不同
最大热率约束下,控制曲线具有同样的趋势,但在
60∼100 s时攻角控制变化最为剧烈,这与图12中的热
率差值在60∼100 s剧烈变化相对应,表明攻角的迅速
变化能够减少由气动力产生的热量,从而满足热率约
束;同时,分析图8–11状态曲线可知,随着热率约束限
值的降低, HV存在的振荡现象在一定程度上呈减弱
趋势,表明降低热率约束限值能够加强飞行器飞行弹
道的稳定性.综合以上分析可以发现,采用本文提出
的CVP–G优化算法可以通过对HV飞行器攻角的优化
控制使飞行器在较低的热率约束限值下得到航程规

划参考,将为不同航程需求下飞行器热保护系统设计
提供理论算法支撑.同时,通过分析不同热率约束下
的航迹规划还可以为相关监测的仪器仪表设备所需

要承受的工作环境提供理论计算依据.

图 7 不同热率约束下攻角控制曲线(CVP–G方法)
Fig. 7 Angle of attack control curves under different

heating rate constraints (CVP–G method)

图 8 不同热率约束下CAV–HV高度曲线(CVP–G方法)
Fig. 8 Altitude curves under different heating rate con-

straints (CVP–G method)

图 9 不同热率约束下CAV–HV速度曲线(CVP–G方法)
Fig. 9 Velocity curves under different heating rate con-

straints (CVP–G method)

图 10 不同热率约束下CAV–HV航迹倾角曲线(CVP–G方法)
Fig. 10 Path angle curves under different heating rate con-

straints (CVP–G method)

5 结结结论论论

本文提出一种用于热率约束下HV再入航程轨迹
优化问题计算的非均匀Gauss离散时间网格控制变量
参数化算法.该方法采用了光滑化近似和附加状态变
量转换相结合的不等式路径约束处理方式;在CVP算
法框架下,提出了基于Gauss时间网格的控制变量参
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数化策略,可以有效改善HV攻角的控制精度,提升
HV再入航程.通过对CAV–HV通用航空器的轨迹优
化仿真测试发现,与同等离散参数下的均匀离散网格
CVP–S–P方法相比,改进方法得到的再入航程距离更
远,最大航程增加320.1 km,提升4.1%,显示了所提出
方法对HV轨迹优化的有效性和实用价值.此外,基于
本文算法,还分析了不同热率约束限值对航程规划的
影响,仿真结果显示当热率限值降低15%时,最大航
程损失仅3.16%,表明单纯增大HV热防护系统的热率
防护上限极值对于增加HV的航程作用有限,这将为
高超声速飞行器TPS的设计提供重要的理论指导.下
一步,将联合具有实验平台的研究院所,共同开展不
同热率约束下HV航迹规划实验验证工作,并在热率
约束限值与最大航程规划中寻求最佳组合,为HV的
设计提供理论实验支撑.

图 11 不同热率约束下CAV–HV航程曲线(CVP–G方法)
Fig. 11 Downrange curves under different heating rate

constraints (CVP–G method)

图 12 不同热率约束限值下热率差值变化曲线(CVP–G方法)
Fig. 12 Heating rate deviation curves under different heating

rate constraints (CVP–G method)

参参参考考考文文文献献献:
[1] SMIRNOV N N. Space flight safety: Experiments and supercomput-

ing. Acta Astronautica, 2019, 163: 1 – 5.

[2] TIAN Bailing, LI Zhiyu, WU Siyuan, et al. Reentry trajectory opti-
mization, guidance and control methods for resuable launch vehicles:
Review. Acta Aeronautica Sinica, 2020, 41(11): 6 – 30.
(田栢苓,李智禹,吴思元,等.可重复使用运载器再入轨迹与制导控
制方法综述.航空学报, 2020, 41(11): 6 – 30.)

[3] CHAI R, TSOURDOS A, SAVVARIS A, et al. Real-time reentry tra-
jectory planning of hypersonic vehicles: A two-step strategy incor-
porating fuzzy multiobjective transcription and deep neural network.
IEEE Transactions on Industrial Electronics, 2020, 67(8): 6904 –
6915.

[4] XIAO L, LV L, LIU P, et al. A novel adaptive Gauss pseudospec-
tral method for nonlinear optimal control of constrained hypersonic
re-entry vehicle problem. International Journal of Adaptive Control
and Signal Processing, 2018, 32(9): 1243 – 1258.

[5] MAO Y F, ZHANG D L, WANG L. Reentry trajectory optimiza-
tion for hypersonic vehicle based on improved Gauss pseudospectral
method. Soft Computing, 2016, 21(16): 4583 – 4592.

[6] ZANG L Y, LIN D F, CHEN S Y, et al. An on-line guidance algorithm
for high L/D hypersonic reentry vehicles. Aerospace Science and
Technology, 2019, 89: 150 – 162.

[7] WU Dafang, LIN Lujin, WU Wenjun, et al. Thermal/vibration test of
light weight insulation material for hypersonic vehicle under extreme-
high-temperature environment up to 1500◦C. Acta Aeronauticaet
AstronauticaSinica, 2020, 41(7): 223612.
(吴大方,林鹭劲,吴文军,等. 1500◦C极端高温环境下高超声速飞
行器轻质隔热材料热/振联合试验.航空学报, 2020, 41(7): 223612.)

[8] MU Junwu, BIAN Tianya, TANG Fei, et al. Analysis and numeri-
cal simulation of the hypersonic vehicle thermal protection structure.
Science & Technology Review, 2015, 33(5): 66 – 71.
(穆军武,边天涯,唐斐,等.高超声速飞行器热防护系统分析与数值
计算.科技导报, 2015, 33(5): 66 – 71.)

[9] SHEN B X, LIU H P, LIU W Q. Influence of angle of attack on a
combined opposing jet and platelet transpiration cooling blunt nose in
hypersonic vehicle. Journal of Zhejiang University-Science A, 2020,
21(9): 761 – 769.

[10] YONG Enmi, CHEN Lei, TANG Guojin. A survey of numerical
methods for trajectory optimization of spacecraft. Journal of Astro-
nautics, 2008, 29(2): 397 – 406.
(雍恩米,陈磊,唐国金.飞行器轨迹优化数值方法综述.宇航学报,
2008, 29(2): 397 – 406.)

[11] YONG Enmi, TANG Guojin, CHEN Lei. Rapid trajectory optimiza-
tion for hypersonic reentry vehicle via Gauss pseudospectral method.
Journal of Astronautics, 2008, 29(6): 1766 – 1772.
(雍恩米,唐国金,陈磊.基于Gauss伪谱方法的高超声速飞行器再入
轨迹快速优化.宇航学报, 2008, 29(6): 1766 – 1772.)

[12] SUN Yong, DUAN Guangren, ZHANG Maorui, et al. Reentry tra-
jectory optimization of hypersonic vehicle based on pseudo energy.
Journal of Shanghai Jiaotong University, 2011, 45(2): 262 – 266.
(孙勇,段广仁,张卯瑞,等.基于拟能量的高超声速飞行器再入轨迹
优化.上海交通大学学报, 2011, 45(2): 262 – 266.)

[13] ZHOU H Y, WANG X G, CUI N G. Glide guidance for reusable
launch vehicles using analytical dynamics. Aerospace Science and
Technology, 2020, 98: 105678.

[14] ZHANG H P, WANG H L, Li N, et al. Time-optimal memetic whale
optimization algorithm for hypersonic vehicle reentry trajectory
optimization with no-fly zones. Neural Computing and Applications,
2018, 32(7): 2735 – 2749.

[15] CHEN Wei, JIA Li. PSO–SQP Hybrid optimization algorithm for
batch processes. Chinese Journal of Scientific Instrument, 2016,
37(2): 339 – 347.
(陈伟,贾立.间歇过程PSO–SQP混合优化算法研究.仪器仪表学报,
2016, 37(2): 339 – 347.)



2292 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

[16] WANG Longda, WANG Xingcheng, LIU Gang, et al. Multi-objective
shark smell optimization algorithm for train operation process based
on preference. Chinese Journal of Scientific Instrument, 2020, 41(10):
245 – 256.
(王龙达,王兴成,刘罡,等.基于偏好的列车运行过程多目标鲨鱼优
化算法.仪器仪表学报, 2020, 41(10): 245 – 256.)

[17] CHAI R Q, SAVVARIS A, TSOURDOS A, et al. A review of opti-
mization techniques in spacecraft flight trajectory design. Progress in
Aerospace Sciences, 2019, 109: 100543.

[18] REN Pengfei, WANG Hongbo, ZHOU Guofeng. Reentry trajectory
optimization for hypersonic vehicle based on adaptive pseudospectral
method. Journal of Beijing University of Aeronautics and Astronau-
tics, 2019, 321(11): 138 – 146.
(任鹏飞,王洪波,周国峰.基于自适应伪谱法的高超声速飞行器再
入轨迹优化.北京航空航天大学学报, 2019, 321(11): 138 – 146.)

[19] MEI Yingxue, FENG Yue, WANG Rongshun, et al. Fast optimization
of reentry trajectory for hypersonic vehicles with multiple constraints.
Journal of Astronautics, 2019, 40(7): 758 – 767.
(梅映雪,冯玥,王容顺,等.高超声速飞行器多约束再入轨迹快速优
化.宇航学报, 2019, 40(7): 758 – 767.)

[20] HU Yunqin, LIU Xinggao, XUE Anke. A penalty method for solving
inequality path constrained optimal control problems. Acta Automat-
ica Sinica, 2013, 39(12): 1996 – 2001.
(胡云卿,刘兴高,薛安克.带不等式路径约束最优控制问题的惩罚
函数法.自动化学报, 2013, 39(12): 1996 – 2001.)

[21] HU Yunqin, LIU Xinggao. Methods to deal with control variable path
constraints in dynamic optimization problems. Acta Automatica Sini-
ca, 2013, 39(4): 440 – 449.
(胡云卿,刘兴高.处理动态优化问题中控制变量路径约束的方法.
自动化学报, 2013, 39(4): 440 – 449.)

[22] LIU X G, HU Y Q, FENG J H, et al. A novel penalty approach
for nonlinear dynamic optimization problems with inequality path
constraints. IEEE Transactions on Automatic Control, 2014, 59(10):
2863 – 2867.

[23] TEO K L, JENNINGS L S, LEE H W, et al. The control parameteri-
zation enhancing transform for constrained optimal control problems.
The ANZIAM Journal, 1999, 40(3): 314 – 335.

[24] ZHANG M R, SUN Y, DUAN G R. Reentry trajectory optimization
of hypersonic vehicle with enhancing parametrization method. Pro-
ceeding of the 3rd International Symposium on Systems and Control
in Aeronautics and Astronautics. Harbin, China: IEEE, 2010: 40 – 45.

[25] LIU P, LIU X G, WANG P, et al. Control variable parameterisation
with penalty approach for hypersonic vehicle reentry optimisation.
International Journal of Control, 2019, 92(9): 2015 – 2024.

[26] LIU Ping, LI Guodong, YANG Jinfeng, et al. Fast optimal control
numerical approach for the swing control of container load. Control

Theory & Applications, 2019, 36(8): 1275 – 1282.
(刘平,李国栋,杨金凤,等.集装箱装卸摆动最优控制快速数值求解
算法.控制理论与应用, 2019, 36(8): 1275 – 1282.)

[27] BINDER T, CRUSE A, CRUZ VILLAR C A, et al. Dynamic op-
timization using a wavelet based adaptive control vector parameter-
ization strategy. Computers & Chemical Engineering, 2000, 24(2):
1201 – 1207.

[28] HADIYANTO H, ESVELD D C, BOOM R M, et al. Control vector
parameterization with sensitivity based refinement applied to baking
optimization. Food and Bioproducts Processing, 2008, 86(2): 130 –
141.

[29] LIU P, LI X Y, LIU X G, et al. An improved smoothing technique-
based control vector parameterization method for optimal control
problems with inequality path constraints. Optimal Control Applica-
tions and Methods, 2017, 38(4): 586 – 600.

[30] LIU Ping, HU Yunqing, LIAO Jun, et al. Optimization operation of
electric locomotive based on two-stage adaptive Gauss re-collocation
pseudospectral approach. Acta Automatica Sinica, 2019, 45(12):
2344 – 2354.
(刘平,胡云卿,廖俊,等.基于两阶段自适应Gauss配点重构伪谱法
的电力机车优化操纵.自动化学报, 2019, 45(12): 2344 – 2354.)

[31] LIU P, LI G, LIU X, et al. A novel fast dynamic optimization
approach for complex multivariable chemical process systems. The
Canadian Journal of Chemical Engineering, 2016, 94(12): 2355 –
2363.

[32] JORRIS T R. Common Aero Vehicle Autonomous Reentry Trajectory
Optimization Satisfying Waypoint and No-Fly Zone Constraints. Col-
orado: Air Force Institute of Technology, 2007.

[33] SUN Y, ZHANG M. Optimal reentry range trajectory of hypersonic
vehicle by Gauss pseudospectral method. The 2nd International Con-
ference on Intelligent Control and Information Processing. Harbin,
China: IEEE, 2011: 545 – 549.

作者简介:
刘刘刘 平平平 博士,副教授,目前研究方向为复杂系统最优控制与动态

优化、轨迹优化算法, E-mail: liuping cqupt@cqupt.edu.cn;

刘刘刘 航航航 硕士生,目前研究方向为高超声速飞行器轨迹规划算法,

E-mail: s180301025@stu.cqupt.edu.cn;

仇仇仇国国国庆庆庆 教授,目前研究方向为控制理论与控制算法, E-mail:

qiugq@cqupt.edu.cn;

刘刘刘兴兴兴高高高 教授,目前研究方向为复杂系统建模、优化与控制算法,

E-mail: lxg@zju.edu.cn.


