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摘要:对于通讯信道具有丢包的网络化反馈控制系统,运用乘性噪声模型来描述丢包这一信道不确定性,并根据
网络化系统的结构特点提出了一种渐近跟踪控制器结构,研究了该结构下系统的均方可镇定性以及均方最优渐近
跟踪与均方可镇定性的等价关系.在此基础上,运用随机均方最优控制理论给出了该系统均方最优渐近跟踪设计方
法,该方法取决于广义代数黎卡提方程(MARE)的均方镇定解.进一步,本文提出了求解上述均方镇定解的新算法.
最后的仿真验证了对于信道具有丢包的网络化反馈系统最优渐近跟踪问题,本文所提方法的有效性和可行性.
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Abstract: For a networked feedback control system with packet loss in the communication channel, the multiplicative
noise model is used to describe the channel uncertainty induced by packet loss. According to features of the networked
system, a new controller structure is proposed for the asymptotic tracking problem of the networked system. The mean-
square stabilizability of the system under this structure is studied. And then the equivalence between the optimal asymptotic
tracking and the mean-square stabilizability is studied. On this basis, the stochastic mean-square optimal control theory is
used to solve the mean-square optimal asymptotic tracking design for the system, which depends on the mean-square
stabilizing solution of a modified algebraic Riccati equation (MARE). Further, we propose a new algorithm for searching
the mean-square stabilizing solution to the MARE. Finally, the simulation results verify the effectiveness and feasibility of
the method proposed in this paper for the optimal asymptotic tracking problem of the networked feedback system over the
lossy channel.

Key words: networked control; packet loss; multiplicative noise; asymptotic tracking; mean-square optimal control
Citation: LU Jieying, LI Junhui, SU Weizhou. Mean-square optimal asymptotic tracking for networked systems over

lossy channels. Control Theory & Applications, 2021, 38(11): 1761 – 1771

1 引引引言言言

过去十几年,网络化控制在无人机及其编队控制、

机器人远程控制、多智能体协调控制、工业网络控制

等领域得到了广泛应用,并对这些领域的发展产生了

深远的影响[1–3].网络化控制系统是指系统组成单元

如传感器、控制器、执行装置等的信号是通过有线或

者无线通信信道来传输的一种控制系统.与传统控制

系统的区别在于网络化控制系统用通讯信道代替了

传统的信号线,因此控制系统可以通过网络获取更多
的信息并且进行更有效的信息交换,以完成更加复杂
的任务,同时在系统构建和维护上具有更大的灵活性
和便利性.由于信号是通过通讯信道进行传输的,因
此信道随机时延[4–5]、随机丢包[6–7]、量化误差[8–11]等

不确定性对反馈系统的稳定性和品质产生负面影响.
近20年来,人们对上述不确定性的机理和应对方法进
行了深入的研究. Martins等[12]讨论了当信道中存在

噪声、畸变等信道不确定性的情况下,反馈系统稳定
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性与对象极点、对象不确定性以及信道不确定性之间

的关系; Nair等[8]研究了在数据率约束下,信道与网络
化系统均方稳定性之间的关系; Elia等[13]研究了随机

丢包对网络化反馈系统稳定性的约束; Lu等[14]分析

了信道中存在信噪比约束以及随机丢包、固定时延等

不确定性时,系统均方稳定的充分必要条件.
为了更全面地描述通讯信道不确定性的特征,根

据这些特征来分析和设计系统,本文要对通讯信道进
行建模.网络控制的最新发展表明,信道不确定性可
以是并行无记忆噪声通信信道,用零均值的随机乘性
噪声可以有效地描述信道不确定性. Elia[6]的研究表

明,随机乘性噪声为通讯信道不确定性(如丢包、时延
等)的描述提供了一个合适框架; Xiao等[7]用乘性噪声

模型来描述多输入信道丢包产生的不确定性; Sino-
poli等[15]研究了通信信道中丢包的Kalman滤波问题,
将丢包引起的信道不确定性建模为随机乘性不确定

性; Su等[4–5]针对网络化反馈系统中具有随机时延的

情形用乘性噪声模型进行了描述,并且根据这一模型
采用均方准则研究了网络化反馈控制系统的稳定性

和其他性能.另一方面,随机乘性不确定性线性时不
变系统研究有着很长的历史[16–19].在其早期的研究
中, Willems和Blankenship[17]针对单输入单输出(sin-
gle input single output, SISO)随机乘性不确定性的线
性系统给出了均方稳定的充分必要条件,进而可知均
方可镇定性可以运用H2最优控制方法进行分析;随
后Lu和Skelton[18]得到了多输入多输出(multiple input
multiple output, MIMO)系统均方稳定的充分必要条
件; Su和Qi[20]研究了乘性噪声系统在多信道下的均

方可镇定性问题,均方可镇定条件可以转化为求系统
闭环传递函数矩阵谱半径的优化问题,并给出了均方
意义下最大的乘性噪声方差可容许范围.
对于网络化反馈系统而言,除了均方稳定性和均

方可镇定性问题之外,性能的最优设计是另一个基础
性研究问题.在过去十几年里,二次最优设计问题是
性能最优设计的一个热门话题. Nair[21]考虑了在系统

量化效应下的二次最优设计问题; Ishii[9]讨论了在编

码器约束影响下的二次最优问题.对于随机丢包等可
擦除信道而言,乘性噪声是描述这类信道中信道不确
定性的有效模型.利用乘性噪声模型, Elia[6]考虑信道

中存在随机丢包等情形下的二次最优调节问题.这一
问题可以追随到上世纪60年代, Wonham[16]研究了一

个具有随机乘性不确定性线性时不变系统的最优二

次状态反馈调节问题,并且根据一个广义代数黎卡提
方程 (modified algebraic Riccati equation, MARE)的
半正定解得到了最优状态反馈控制律.但是,这个状
态反馈控制律不一定能使得系统均方稳定.具有随机
乘性不确定性的线性时不变系统的最优控制主要有

两个方面的问题:一方面是设计最优反馈控制器使得

系统能在随机乘性不确定性下均方稳定,另一方面是
使得系统的H2性能最优.正如Wonham[16]在文中指出

的那样:上述最优状态反馈控制律并不能完全保证系
统稳定性.而后, Willems等[22]也研究了类似乘性不确

定系统的最优设计问题.他们发现,若状态和控制输
入的二次调节的权重矩阵满秩,当且仅当MARE有正
定解时,所设计的状态反馈控制器能使得系统在均方
意义下稳定.最近, Su等[23]运用乘性噪声模型研究了

网络化反馈系统的最优设计问题,并给出了广义代数
黎卡提方程(MARE)均方镇定解的充分必要条件,并
证明了利用该镇定解得到的均方最优状态反馈控制

律能保证所得的网络化反馈系统系统均方稳定.
尽管,过去的研究在网络化反馈系统的均方稳定

性分析、均方镇定问题以及均方二次最优设计问题中

取得了许多重大的进展,但网络化反馈系统的均方最
优跟踪问题很少人涉猎.对传统的反馈系统而言,
Davidson[24]提出了内模原理,解决了传统反馈系统的
渐近跟踪问题; Chen等[25]给出了离散二次跟踪控制

问题的最优解.对于网络化反馈系统而言,通讯信道
不确定性给反馈系统中的信号带来了新的非完整性

和间隙特性,这些特性给反馈系统渐进跟踪设计提出
了新的问题[26–27].
本文研究了具有丢包的网络化反馈系统的均方最

优渐近跟踪问题,运用乘性噪声模型描述丢包这一信
道不确定性.根据网络化反馈系统的特点,本文提出
一种保证网络化反馈系统渐近跟踪特性的控制器结

构,针对这种结构讨论了网络化系统的均方可镇定性
问题和渐近跟踪控制器存在性之间的等价关系.在此
基础上,运用随机均方最优控制理论给出了上述渐近
跟踪控制器的均方最优设计方法.由于均方最优控制
器的设计取决于广义代数黎卡提方程的均方镇定解,
为此提出了一种新的求解算法,该算法简化了已有的
结果[23].通过仿真例子,本文验证了运用本文提出的
最优渐近跟踪设计方法得到的网络化反馈系统的均

方稳定性和均方渐近跟踪特性.
本文的结构如下:第2节给出问题描述;第3节提出

一种适合网络化反馈系统的渐近跟踪控制器结构,并
讨论实现渐近跟踪的条件;第4节将研究渐近跟踪控
制器的最优设计;第5节给出仿真例子;最后,总结本
文的主要结果.

2 问问问题题题描描描述述述

渐近跟踪问题是反馈控制系统中的一个经典设计

问题.其基本要求有两点:一是设计控制器保证反馈
系统的稳定性;二是使得系统的输出能渐近跟踪外部
的指令信号.在传统的渐近跟踪问题中,状态反馈控
制系统的结构如图1所示,其中外部指令信号通常为
阶跃信号.根据内模原理,为了使得系统输出能渐近



第 11期 卢洁莹等: 有损信道下网络化系统的均方最优渐近跟踪 1763

跟踪阶跃信号,本文需要在反馈系统的前向通道中加
入一个积分器,积分器的系数kI为可调参数.由于控
制器的输出与被控对象的输入是由信号线直接连接,
所以控制器输出信号u和被控对象的输入信号ud相

等.当系统达到渐近跟踪时,跟踪误差e = 0,控制信
号u为常值.这里,可以运用传统的二次最优设计方法
设计最优的积分系数kI和状态反馈增益阵K.

图 1 传统状态反馈控制系统
Fig. 1 A traditional state feedback control system

对于网络化控制系统而言,其控制信号u将通过网

络传输到被控对象输入端,由于网络中传输信道的不
可靠性,控制信号在传输过程中会产生畸变,因此信
号u和信号ud可能不相等.传统跟踪控制系统的渐近
跟踪特性和稳定性可能因引入网络通讯信道而受到

损害.本文将着重研究当通讯信道中存在随机丢包情
形下,网络化反馈系统的渐近跟踪问题.如果本文采
用如图1中传统渐近跟踪控制器的结构,由于通讯信
道存在随机丢包,当信道出现丢包时,被控对象的输
入信号ud为0,进而导致控制输出z偏离期望值,使得
跟踪误差e ̸= 0,从而破坏了系统的渐近跟踪特性.如
果丢包情况严重,有可能会影响系统稳定性.
为了更加精确地分析信道随机丢包对渐近跟踪问

题产生的影响,本文用序列{α(k), k = 0, 1, 2, · · · ,
∞}来描述信号传输过程中丢包情形.该序列的第k个

元素α(k)表示k时刻的信号u(k)是否传输成功.当
α(k) = 1时表示被控对象收到了k时刻的控制信号

u(k),当α(k) = 0表示信号丢失,即

ud(k) = α(k)u(k), k = 0, 1, 2, · · · ,∞.

进一步,本文假设序列 {α(k), k = 0, 1, 2, · · · ,
∞}满足下面随机特性:

假假假设设设 1 信道丢包序列{α(k), k = 0, 1, 2, · · · ,
∞}是一个独立同分布的伯努力过程,即i.i.d随机过
程.对于所有非负整数k, α(k) = 0的概率为p.

由假设1可知序列{α(k), k = 0, 1, 2, · · · ,∞}的
均值为1− p,即:对任意非负整数k满足

E{α(k)} = 1− p, k = 0, 1, 2, · · · ,∞. (1)

因此被控对象接收到的信号ud(k)可以写成

ud(k) = α(k)u(k) = (1− p)u(k) + ω(k)u(k).

(2)

由上式可知,信号ud(k)包含两部分:第1部分是随
机序列{α(k), k = 0, 1, 2, · · · ,∞}的均值1− p和被

传输信号乘积;另一部分是信道不确定性ω(k)和被传

输信号的乘积.上述均值1− p可以看成是信道的平均

增益;信道不确定性ω(k) = α(k)− (1− p)为信道增

益的随机偏差,也可以看成是系统的一个乘性噪声.
因为序列{α(k), k = 0, 1, 2, · · · ,∞}满足假设1,所
以序列{ω(k), k = 0, 1, 2, · · · ,∞}也是一个独立同
分布过程.其均值为 0,方差为(1− p)p,即

E{ω(k)} = 0

和

E{ω(k1)ω(k2)} =

(1− p)p, k1 = k2,

0, k1 ̸= k2.

由于ω(k)是一个随机过程,所以本文在均方意义
下讨论系统的稳定性和跟踪品质.
记对象P的状态方程为{
x(k + 1) = Ax(k) +Bud(k), x(0) = 0,

z(k) = Cx(k),
(3)

其中: x(k) ∈ Rn为系统状态, ud ∈ R是控制输入, z
∈ R是控制输出.本文研究在网络化反馈系统通讯信
道存在丢包情形下的控制器设计,以达到下面3个目
的: 1)闭环系统均方稳定; 2)系统控制输出z在均方

意义下渐近跟踪参考信号r; 3)均方二次性能指标达
到最优.下面将给出系统均方稳定性与均方性能指标
的定义:

定定定义义义 1 图1所示的闭环系统,其控制律为K,若
其跟踪参考信号r(k) ≡ 0且任意初始状态有界,对于
任意时间k,该系统状态的协方差有界且渐近收敛到0,
则称该系统为均方稳定.

本文考虑的跟踪参考信号r是幅值为1的单位阶跃
信号,即

r(k) =

1, k = 0, 1, · · · ,∞,

0, k < 0.
(4)

均方二次性能指标J为被控输出z跟踪阶跃信号

r时其跟踪误差的平均能量.

J = E{
∞∑
k=0

[r(k)− z(k)]T[r(k)− z(k)]}. (5)

设计控制器使得闭环系统达到均方稳定则称为是

均方镇定问题;若使系统输出跟踪误差的协方差渐近
收敛到零则称为均方渐近跟踪问题;若使系统跟踪误
差的平均能量达到最小则称为均方最优渐近跟踪问

题.本文将着重讨论均方镇定问题、均方渐近跟踪问
题和均方最优渐近跟踪问题三者之间的关系,并给出
均方最优渐近跟踪问题的控制器设计方法.

3 均均均方方方稳稳稳定定定与与与渐渐渐近近近跟跟跟踪踪踪

为了应对上一节提到网络信道中丢包现象对反馈
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系统产生的负面作用,保证系统实现渐近跟踪,本文
提出了如图2所示网络化反馈系统的结构.通过在被
控对象的输入端加入一个积分器,使得控制信号u的

稳态值为零以避免信道丢包对系统渐近跟踪特性的

影响,即当系统达到稳态时,控制器 K的输出信号
u(k) = 0,积分器输入端的信号ud(k) = 0,通过设计
控制器来调整积分器的稳态输出信号以保证系统对

阶跃参考信号的渐近跟踪.

图 2 丢包信道上的状态反馈控制系统
Fig. 2 A state feedback system over a channel with packet loss

下面,本文将研究该系统的均方稳定性并利用其
均方稳定性来分析该系统的渐近跟踪性质.
在图2所示系统中,积分器的输出为v,对象P和积

分器的状态方程表示如下:

x(k + 1) = Ax(k) +Bv(k), x(0) = 0,

xI(k + 1) = xI(k) + ud(k), xI(0) = 0,

v(k) = xI(k) + ud(k),

z(k) = Cx(k).

(6)

本节主要研究如图2所示的闭环系统在跟踪单位
阶跃参考信号r(k)时的均方最优渐近跟踪控制问题.
把对象和积分器看成一个扩展对象,其状态空间模型
如下:

xe(k + 1) =

[
A B

0 1

]
xe(k) +

[
B

1

]
ud(k),

z(k) = [C 0]xe(k),

(7)

其中xe(0) = 0.
图2所示的反馈系统中,控制器K采用参考信号前

馈加状态反馈的结构,相应的控制律如下:

u(k) = Kx(k) +KIxI(k) +K0r(k). (8)

令d(k)为接收信号ud(k)中由信道不确定性ω(k)

产生的随机误差,即

d(k) = ω(k)u(k). (9)

根据(2)接收信道ud(k)可写成

ud(k) = (1− p)u(k) + d(k). (10)

为了研究系统达到渐近跟踪时的性质,本文定义
如下变量x(k), xI(k), v(k), z(k), ud(k), u(k)的稳态
值分别为xss, xI,ss, vss, zss, ud,ss, uss.当控制器输出
z(k)渐近跟踪阶跃参考信号时,由式(6)和式(8)可知



xss = Axss +Bvss,

xI,ss = xI,ss + ud,ss,

vss = xI,ss + ud,ss,

zss = Cxss

(11)

和

uss = Kxss +KIxI,ss +K0. (12)

进而,由(11)得到

xss = (I −A)−1Bvss,

ud,ss = 0,

vss = xI,ss,

1 = Cxss.

(13)

另一方面,为了避免在系统达到渐近跟踪后,信道
丢包对控制信号传输产生的影响,本文选择K0使得控

制器的输出uss = 0,即K0 = −Kxss −KIxI,ss.
令x̃(k) = x(k)− xss, x̃I(k) = xI(k)− xI,ss, ṽ(k)

= v(k)− vss, z̃(k) = z(k)− zss和ũ(k) = u(k)− uss.
上述变量分别为系统(7)跟踪阶跃信号r(k)过程中,该
系统状态、积分器状态、积分器输出和控制器输出的

瞬态响应.利用这些变量本文可得到该系统瞬态响应
的状态方程如下:

x̃e(k + 1) = Aex̃e(k) +Beud(k),

z̃(k) = Cex̃e(k), (14)

其中Ae =

[
A B

0 1

]
, Be =

[
B

1

]
, Ce = [C 0].

该系统的初始状态为

x̃e(0) =

[
−xss

−xI,ss

]
. (15)

同样由式(12)状态反馈控制器的输出可写成

u(k) = Kx̃(k) +KIx̃I(k). (16)

由于u(k)和ud(k)的稳态值均为零,所以闭环系统
偏差状态方程中,信道的输入输出依然可用u(k)和

ud(k)之间的关系(10)来描述.
偏差状态方程(14)、状态反馈控制器(16)和信道模

型(9)–(10)是图2中网络化反馈系统的另一个等价模
型.其特点是把原系统模型 (7)–(8)中的状态变量
xe(k)、控制输出z(k)等用相应的偏差状态x̃e(k)、偏

差输出z̃(k)来表示.在新的状态变量表示下,跟踪参
考信号r(k)转换为偏差状态方程初始状态x̃e(0)的一

个比例系数.当偏差状态的协方差趋向零时,偏差输
出方差也趋向零,系统到达均方意义下的渐近跟踪.
因此,闭环系统(7)–(10)均方意义下的跟踪问题被转
化为系统(14)(16)(9)–(10)的均方镇定问题.
为了研究系统(14)(16)(9)–(10)的均方镇定问题
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(即:设计状态反馈控制器使得闭环系统达到均方稳
定),本文把该系统分解为确定性部分T和乘性噪声部

分ω,如图3所示.
其中确定性部分由方程(14)(16)(10)描述(其传递

函数与由方程(7)–(8)和方程(10)描述的系统传递函数
相同), T为方程中信号d(k)到信号u(k)的传递函数,
即

T =[K KI]{zI−Ae−Be[K KI](1−p)}−1Be. (17)

图 3 具有乘性噪声的线性系统
Fig. 3 A Linear feedback system with multiplicative noise

假设系统{Ae, Be}可镇定,记所有镇定确定性系
统T的状态反馈控制器组成的集合为K̄ ⊂ K.则上述
网络化反馈系统均方镇定问题的可解性(即:存在状态
反馈控制器使得该系统均方稳定)可由均方小增益定
理给出:

引引引理理理 1 [17] 若扩展系统{Ae, Be}可镇定,则如图
2所示系统的是均方稳定的充要条件是

inf
K,KI∈K̄

∥T∥22E{ω2} < 1. (18)

很多文献都讨论过不等式(18)中确定性部分的
H2范数∥T∥2的最小值,它由扩展对象(7)的不稳定极
点乘积绝对值决定[11, 20]

(1− p)2 inf
K,KI∈K̄

∥T∥22 =
m∏
i=1

|λi|2 − 1, (19)

其中λi, i = 1, · · · ,m为对象所有不稳定极点.
注意到扩展对象(7)和对象(3)具有相同不稳定极

点.由引理1和等式(19)本文可以得到图2所示系统均
方渐近跟踪的基本条件.

定定定理理理 1 若图2所示网络化反馈系统的被控对
象P可镇定,则该网络化反馈系统能达到均方渐近跟
踪阶跃信号的充要条件为对象P的不稳定极点λi,
i = 1, · · · ,m和信道丢包率p满足下面不等式:

p <
1

m∏
i=1

|λi|2
. (20)

定理1描述了均方渐近跟踪问题中对象特征参数
与信道特征参数之间的基本约束,即只有当不等式
(20)成立时,才可能找到使得跟踪性能指标函数J

达到最小的状态反馈控制律.在下一节,本文将进一
步讨论渐近跟踪的最优设计问题.

4 均均均方方方最最最优优优渐渐渐近近近跟跟跟踪踪踪设设设计计计

在上一节中,本文针对具有丢包现象的网络信道
提出了保证网络化反馈系统渐近跟踪阶跃信号的控

制器结构(如图2所示).根据这个结构,通过把由对象
模型(3)、控制器模型(8)和信道模型(2)组成的原系统
模型变换为由偏差状态方程(14)、状态反馈控制器
(16)和信道模型(9)–(10)描述的偏差模型,从而把均方
渐近跟踪问题转化为均方镇定问题.这一节将根据偏
差模型进一步讨论该系统的均方最优渐近跟踪控制

问题.
由式(11)和式(13)可知,偏差模型(14)的输出z̃表

示为参考信号r与对象(3)输出z之差,即

z̃ = r − z.

因此,式(5)中的跟踪性能指标J可表示为偏差状

态的二次函数,

J = E{
∞∑
k=0

z̃2(k)}. (21)

因此,原系统的均方最优渐近跟踪问题可以转化
成为偏差模型的均方最优调节问题.下面引理给出了
偏差模型均方最优调节问题的状态反馈解:

引引引理理理 2 对于偏差系统(14)(16)(9)–(10),使得性
能指标J达到最小的状态反馈控制器为

u = −(BT
e XBe)

−1BT
e XAex̃e(k), (22)

其中X是下面广义代数黎卡提方程的均方镇定解:

X = AT
e XAe + CT

e Ce−
(1− p)AT

e XBe(B
T
e XBe)

−1BT
e XAe. (23)

进一步,均方最优状态反馈控制器(22)产生的二
次指标函数J的最小值为

min
K,KI∈K̄

J = x̃T
e (0)Xx̃e(0). (24)

证 见附录. 证毕.

注注注 1 引理2中广义代数黎卡提方程(23)的均方镇定
解X指的是:若该方程的解X产生的最优控制器(22)能镇定
由(14)(16)(9)–(10)组成的偏差系统,则X称为是该方程的均

方镇定解.

正如文献[22]指出的那样,状态反馈控制器(22)不
一定能使得偏差系统(14)(16) (9)–(10)达到均方稳定.
只有当X为广义代数黎卡提方程(23)的均方镇定解
时,状态反馈控制器(22)才能均方镇定该系统.广义代
数黎卡提方程(23)具有均方镇定解的充要条件由下面
引理给出:

引引引 理理理 3 [23] 若{ω(k), k = 0, 1, 2, · · · ,∞}是 均
值为零、方差为(1− p)p的独立同分布随机过程,广
义代数黎卡提方程(23)存在唯一均方镇定解的充要条
件是:

1) 系统

x̃e(k + 1) = Aex̃e +Be[(1− p) + ω(k)]u(k) (25)

均方可镇定;
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2) {Ae, Ce}在单位圆上没有不能观极点.

上述引理给出广义代数广义黎卡提方程(23)具有
均方镇定解的一般条件.对于单输入系统来说,其均
方可镇定的充要条件为系统不稳定极点和丢包率p满

足不等式(20).进而,本文可得到均方渐近最优跟踪设
计的主要结果:

定定定理理理 2 假设乘性噪声序列{ω(k), k = 0, 1, 2,

· · · ,∞}满足假设1.对象P和信道丢包率p满足以下

条件:
1) 对象P的所有不稳定极点λ1, · · · , λm和丢包

率p满足不等式(20);
2) {A,B}可镇定;
3) {A,C}在单位圆上没有不能观极点;
4) 对象P没有z = 1的零点.
则广义代数黎卡提方程(23)存在均方镇定解,状

态反馈控制器(22)能均方镇定偏差系统(14)(16)(9)–
(10),原系统(7)–(10)能达到最优渐近跟踪单位阶跃信
号.此时,跟踪性能指标最小值为

min
K,KI∈K̄

J = [xT
ssxI,ss]X

[
xss

xI,ss

]
, (26)

其中xss和xI,ss由式(13)给出.

证 由于假设{A,B}可镇定,即在单位圆外没有
不可控极点,所以对于单位圆外的任意λ,矩阵[A−
λI B]行满秩.下面将证明在上述假设下,对于单位圆
外的任意λ矩阵[Ae − λI Be]行满秩.若对于单位圆
外的某个λ,存在一个非零行向量ve满足

ve[Ae − λI Be] = 0.

令ve = [v v0]并依据Ae和Be的定义,上面等式可
写为

[v v0]

[
A− λI B B

0 1− λ 1

]
= 0. (27)

进一步,由式(27)可知, v(A− λI) = 0和

vB + v0(1− λ) = 0, vB + v0 = 0. (28)

根据式(28)可得v0(λ− 2) = 0.当λ ̸= 2时, v0 =
0.从而得到v[A− λI B] = 0,即λ是{A,B}的不能
控极点.这与{A,B}可镇定的假设矛盾.另一方面,
当λ = 2时,由式(28)可得v0 = 0.因此λ=2是{A,B}
的不能控极点,同样与{A,B}可镇定的假设矛盾.综
上所述, {Ae, Be}在单位圆外没有不可控极点,即扩
展对象是可镇定的.
另一方面,从式(7)和式(3)很容易看出扩展对象(7)

和对象(3)具有相同的不稳定极点,因此当对象P的所
有不稳定极点λ1, · · · , λm和丢包率p满足于不等式

(20)时,扩展对象的不稳定极点也满足该不等式.从而
由引理1可知,图2中的闭环系统均方可镇定.由于对

象P在z = 1处没有零点,所以与P相比,扩展系统
z

z − 1
P没有额外的不能观极点.由本定理假设可知,

对象P在单位圆上没有不可观极点,即:由于{A,

C}在单位圆上没有不能观极点,所以{Ae, Ce}在单位
圆上也没有不能观的极点.根据引理3可知,广义代数
黎卡提方程有均方镇定解X .
根据引理2可知:由广义代数黎卡提方程均方镇定

解X得到的状态反馈控制器(22)可均方镇定扩展偏差
系统.所以,下式成立:

lim
k→∞

E{x̃e(k)x̃
T
e (k)} = 0, (29)

又因为

E{z̃2(k)} = E{Cex̃e(k)x̃
T
e (k)C

T
e } =

CeE{x̃e(k)x̃
T
e (k)}CT

e , (30)

所以,将式(29)代入式(30)可得

lim
k→∞

E{z̃2(k)} = 0.

因此,系统(7)–(10)达到均方渐近跟踪.
同时由引理2可知,均方最优状态反馈控制器(22)

使得图2所示系统的均方二次指标函数J达到最小.由
于扩展偏差系统的初始状态由式(15)给出,将式(15)
代入式(24),可得均方二次指标最小值,即式(26)成立.
证毕.
定理2给出了上述系统的均方最优跟踪状态反馈

控制器的设计方法,该设计方法的核心问题是求解广
义代数黎卡提方程(23)的均方可镇定解,下面将给出
该方程均方镇定解的具体求解算法.
为此,重写方程(23)如下:

X = AT
e XAe + CT

e Ce −AT
e XBe×

(
p

1− p
BT

e XBe +BT
e XBe)

−1BT
e XAe. (31)

由于,当参数γ → γ0, γ0满足

γ2
0 =

p

1− p
BT

e XBe.

下面代数黎卡提方程将逼近广义代数黎卡提方程

(23).

X = AT
e XAe + CT

e Ce −AT
e XBe×

(γ2 +BT
e XBe)

−1BT
e XAe. (32)

下面,本文将回顾代数黎卡提方程(32)解的基本
性质.若该方程的解X使得矩阵Ae − Be(γ

2 + BT
e X

Be)
−1BT

e XAe为Hurwitz矩阵,则这个解被称为是该
方程的可镇定解.文献[28]中的定理13.11给出了可镇
定性的基本性质.

引引引理理理 4 对于如下二次型映射Q(X):

Q(X) = AT
e XAe + CT

e Ce −X −AT
e XBe×
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(γ2 +BT
e XBe)

−1BT
e XAe. (33)

若{A,B}可镇定,则代数黎卡提方程(32)存在唯
一的可镇定解X+.该可镇定解X+是方程(32)的最大
解并且对所有满足矩阵不等式Q(X) > 0的X ,均有

X+ > X. (34)

注意到对于满足下面不等式(35)的参数γ:
p

1− p
BT

e XBe 6 γ2, (35)

其中X为广义代数黎卡提方程(31)的解,则矩阵不等
式Q(X) > 0成立.根据引理4可知,二次矩阵不等式
Q(X) > 0的最大解等于代数黎卡提方程(32)的最大
解.因此,本文可以把求解广义代数黎卡提方程(23)均
方镇定解问题转化为基于代数黎卡提方程(32)最大
解(或不等式Q(X) > 0最大解)的寻优问题,即下面
定理成立:

定定定理理理 3 若信道不确定性模型(9)中的乘性噪声
ω满足假设1,对象P满足定理2中的假设1–4.广义代
数黎卡提方程(23)的均方镇定解可由下面线搜索方法
求得

min γ s.t.
p

1− p
BT

e X+Be 6 γ2, (36)

其中X+为下面线性矩阵不等式的最大解:[
AT

e XAe −X + CT
e Ce AT

e XBe

BT
e XAe γ2 +BT

e XBe

]
> 0. (37)

证 考虑扩展黎卡提方程(23).对任意满足以下
不等式的γ

γ2 > p

1− p
BT

e XBe, (38)

可得

X 6 AT
e XAe + CT

e Ce−

AT
e XBe(γ

2 +BT
e XBe)

−1BT
e XAe. (39)

由Schur引理可得,不等式(39)等价于下面线性矩
阵不等式:[

AT
e XAe−X+CT

e Ce AT
e XBe

BT
e XAe γ2+BT

e XBe

]
> 0. (40)

由引理4可知,线性矩阵不等式(40)的最大解为代
数黎卡提方程(32)的最大解.由于代数黎卡提方程
(32)的最大解随γ减小而减小,当γ取最小时,不等式
(36)等号成立.相应的矩阵X+是广义代数黎卡提方程

(23)的均方镇定解. 证毕.
下面给出定理3的算法流程图,见图4.
上面算法中γ2搜索区间[a, b]初始化的原则如下:

当γ2 = a时,线性矩阵不等式(37)的最大解不满足不
等式(36). a = 0是一个简单的选择.另一方面,当γ2

= b时,线性矩阵不等式(37)的最大解满足不等式(36).
由于广义代数黎卡提方程(23)存在均方镇定解,当γ

足够大时,这一条件一定可以满足.

图 4 MARE的均方镇定解求解算法流程图
Fig. 4 The algorithm flow chart of mean-square stabilization solution
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5 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑如图2所示网络化反馈系统的渐近跟踪问题.
其中系统的跟踪参考信号为单位阶跃信号,被控对象
P为如下二阶线性系统:

x(k + 1) =

[
2 1

0 −2

]
x(k) +

[
0

1

]
u(k),

z(k) = [1 2]x(k),

(41)

其中x(0) = 0.
由对象和积分器组成的扩展对象的状态方程表示

如下:
xe(k + 1)=

2 1 0

0 −2 0

0 0 1

xe(k)+

01
1

ud(k),

z(k) = [1 2 0]xe(k),

(42)

其中xe(0) = 0.
注意到该系统中被控对象的不稳定极点为−2和2.

根据定理1可知,其信道容许的丢包率应该满足下面
不等式:

p <
1

m∏
i=1

|λi|2
=

1

16
. (43)

系统(42)的采样周期为0.01 s.在仿真中,仿真步
长为 200次.图 4给出了对丢包率 p分别为 0.01, 0.02,
0.03, 0.04, 0.05, 0.06时,系统跟踪误差z̃(k)的曲线.

图 5 系统在不同丢包率下的跟踪误差曲线
Fig. 5 Tracking error curve of the system under different

packet loss rates
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可以看出,丢包率取不同值时,系统跟踪误差z̃(k)

都能收敛到0,但是随着丢包率变大,跟踪误差收敛的
速度变慢,同时响应曲线中出现了由于丢包产生的跟
踪误差“毛刺”.
进一步,本文运用蒙特卡洛方法,本文对丢包率p

分别为0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06的情况进行了
100000次仿真.因此表1给出了不同丢包率下系统跟
踪误差平均能量J的仿真计算结果.

表 1 不同丢包率下的跟踪误差平均能量
Table 1 The tracking costs under different packet

loss rates

p 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

J 6.289 6.603 7.302 7.700 9.211 19.177

从表1中可以看出,随着丢包率的增大,系统跟踪
误差的平均能量在不断增加.
为了更直观地分析不同丢包率下的跟踪误差平均

能量,图6给出了系统跟踪误差的平均能量与丢包率
的关系.图中实线给出了系统跟踪误差平均能量的理
论值,即由定理2中的式(26).表1中由运用蒙特卡洛方
法得到的不同丢包率下系统跟踪误差平均能量在

图6中以∗表示.图中实线给出的系统跟踪误差平均能
量的理论值和不同丢包率下的仿真值基本一致.

图 6 不同丢包率下跟踪误差的平均能量
Fig. 6 Tracking costs with different packet loss rates

6 结结结论论论

本文研究了网络化反馈系统中控制信号在传输过

程存在随机丢包情形下的均方最优渐近跟踪问题.为
了有效地分析信道随机丢包对渐近跟踪问题产生的

影响,运用乘性噪声模型来描述信道丢包产生的不确
定性.为了保证系统实现渐近跟踪,提出了一种网络
化反馈系统的结构.在该结构下,讨论了系统均方可
镇定性、均方渐近跟踪问题以及均方最优渐近跟踪问

题三者之间的关系和等价性.在此基础上,给出系统
均方最优渐近跟踪方案,即通过求解广义代数黎卡提

方程(MARE)的均方镇定解来实现.同时给出了该系
统均方镇定的充分必要条件以及求解广义代数黎卡

提方程均方镇定解的新算法.最后的仿真例子说明对
于信道具有随机丢包的网络化反馈系统,本文所提网
络化反馈系统渐近跟踪结构以及均方最优渐近跟踪

方案的有效性.
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附附附录录录

将系统模型(14)的输出方程z̃(k) = Cex̃e(k)代入指标函

数(21),可得

J = E{
∞∑
k=0

x̃Te (k)C
T
e Cex̃e(k)}.

令Q = CT
e Ce,上式可以写成

J = E{
∞∑
k=0

x̃Te (k)Qx̃e(k)}.

定义如下的Lyapunov函数:

W (k) = E{x̃Te (k)Xx̃e(k)},

并且令

Jk = W (k + 1)−W (k) + E{x̃Te (k)Qx̃e(k)}.

根据SISO系统(14)和(10), Jk可写成

Jk = E{x̃Te (k)(−X +AT
e XAe +Q)x̃e(k)}+

2E{ud(k)BT
e XAex̃e(k)}+

E{ud(k)BT
e XBeud(k)} =

E{x̃Te (k)(−X +AT
e XAe +Q)x̃e(k)}+

2E{[u(k)ω(k)+(1−p)u(k)]BT
e XAex̃e(k)}+

E{[u(k)ω(k) + (1− p)u(k)]BT
e XBe×

[ω(k)u(k) + (1− p)u(k)]}.

由假设1可知, E{ω(k)} = 0,并且ω(k)与控制信号u(k)、

偏差状态x̃e(k)相互独立,上式可继续化简为

Jk = E{x̃Te (k)(−X +AT
e XAe +Q)x̃e(k)}+

2E{(1− p)u(k)BT
e XAex̃e(k)}+

E{u(k)ω(k)BT
e XBeω(k)u(k)}+

E{(1− p)2u(k)BT
e XBeu(k)}.

又由于E{ω2(k)} = (1− p)p,所以有

Jk = E{x̃Te (k)(−X +AT
e XAe +Q)x̃e(k)}+

(1− p)× E{2u(k)BT
e XAex̃e(k)+

u(k)BT
e XBeu(k)}.

令Rq = BT
e XBe,可得

JN = E{x̃Te (k)(−X +AT
e XAe +Q)x̃e(k)}+

(1− p)E{[x̃Te (k)AT
e XBeR

−1
q + u(k)]Rq×

[BT
e XAex̃e(k)R

−1
q + u(k)]}−

(1−p)E{x̃Te (k)AT
e XBeB

T
e XAex̃e(k)R

−1
q } =

E{x̃Te (k)[−X +AT
e XAe +Q−

(1− p)AT
e XBeB

T
e XAeR

−1
q ]x̃e(k)}+

(1− p)E{[x̃Te (k)AT
e XBeR

−1
q + u(k)]Rq×

[BT
e XAex̃e(k)R

−1
q + u(k)]}. (a1)

对式(a1)两端从k = 0到k = N求和,可得

−W (0) +W (N + 1) + E{
k=N∑
k=0

x̃Te (k)Qx̃e(k)} =

E{
k=N∑
k=0

x̃Te (k)[−X +AT
e XAe +Q−

(1− p)AT
e X

TBeB
T
e XAeR

−1
q ]x̃e(k)}+

(1− p)E{
k=N∑
k=0

[x̃Te (k)A
T
e XBeR

−1
q + u(k)]Rq×

[BT
e XAex̃e(k)R

−1
q + u(k)]}.

由于X是广义代数黎卡提方程(23)的均方镇定解,所以
上式可以进一步化简为

E{
k=N∑
k=0

x̃Te (k)Qx̃e(k)} =

W (0)−W (N + 1) + (1− p)×

E{
k=N∑
k=0

[x̃Te (k)A
T
e XBeR

−1
q + u(k)]Rq×

[BT
e XAex̃e(k)R

−1
q + u(k)]}.
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当取状态反馈控制器为

u(k) = −R−1
q BT

e XAex̃e(k),

二次函数

J = E{
k=N∑
k=0

x̃Te (k)Qx̃e(k)}

的达到最小值.当N → ∞时,系统达到均方渐近跟踪,因此
下面式子成立

W (N + 1) = E{x̃e(N + 1)Xx̃Te (N + 1)} → 0,

由此得到J = x̃Te (0)Xx̃e(0).
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