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闭闭闭环环环Jackson网网网络络络的的的资资资源源源利利利用用用率率率分分分析析析方方方法法法及及及应应应用用用

杨镇铭, 赵千川†

(清华大学自动化系北京国家信息科学与技术研究中心,北京 100084)

摘要:排队网络是一种常见的对供应链、生产线以及交通系统等进行建模的工具,可以被用来分析系统中各资源
的利用率,并对系统结构的设计提供指导.相比较于利用仿真进行分析,排队网络可以更快速地得到系统的资源利
用率.在实际中,常用闭环Jackson网络来对顾客总数不变的封闭系统进行建模.在本文中,首先利用闭环Jackson网
络归一化参数的母函数,得到了网络中各节点利用率的解析表达式.通过对利用率解析表达式的分析,给出了在顾
客总数趋于无穷时利用率的极限,并证明了利用率是饱和函数.在这些结论的基础上,进一步计算不同服务时间下
达到饱和状态所需的顾客总数.最后将该方法应用于一个实际的自动化码头例子,将其建模为闭环Jackson网络,分
析码头的瓶颈所在,计算系统饱和点对应的车辆数,并与仿真实验进行了对比.
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Analysis and application of resource utilization in
closed Jackson networks
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Abstract: Queueing networks are widely used in modeling supply chains, assembly lines and transportation systems.
The analytical results of queueing networks can help comparing the efficiency of different configurations and providing
guidance for system design. Closed Jackson network (CJN) is frequently used to model these systems. In this paper, based
on the generating function of the closed Jackson network’s normalized parameters, the utilization’s analytical expression
is obtained. It is also proved that the limit of utilization exists when the total number of customers tends to infinity, and
utilization is a saturation function. Then the saturation point, which is the total number of customers required to reach
saturation state, can be calculated. Finally, this method is applied to a queuing network modeled from an actual automated
terminal to analyze the bottleneck and the saturation vehicle number of the terminal. The results from the closed Jackson
network are close to the results from simulation experiments. So queueing network is a feasible method to analyze the
performance of systems like container terminals.
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1 引引引言言言

排队论是对服务系统中排队现象进行研究的理论.
排队论被广泛地应用于供应链、交通运输、生产线以

及网络通信等系统的性能研究之中,在分析拥塞、瓶
颈、负载等问题起到了很大的作用,对于这些系统的
结构设计和参数设定上具有指导意义.
排队网络是由若干个单节点排队系统相互连接所

组成的网络.在排队网络中,一个顾客在被一个节点
服务完之后,可以进入其他节点的排队系统继续接受
服务,也可以离开排队网络.排队网络由于包含多个
节点,其计算复杂性相比单节点的排队系统更加复杂,
一些相关的指标也需要用新的方法来进行计算.一个
排队网络中,可能包含节点的串、并联的组合.由于在
现实中的场景中,系统往往不会只包括单个的服务台
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节点,而是由多个服务台以某种方式连接而组成整个
系统.因此,排队网络在具体的应用场景中,有着更大
的实际意义.
排队网络通常可以分为开环排队网络和闭环排队

网络两种.如果排队网络中存在外部的源节点和目标
节点,则称为开环排队网络,否则称为闭环排队网络.
即在开环排队网络中,顾客从网络的外部到达网络,
经过一系列节点后离开排队网络.而对于闭环排队网
络,全部顾客始终在网络内部的不同节点之间转移,
网络的顾客总数不发生增减.对于类似仓库、集装箱
码头这一类封闭的场景,其顾客也即车辆数通常是保
持不变的,所以更适合使用闭环排队网络来进行分析.
关于排队网络,目前已经做出了很多研究. Jack-

son首先对满足一组特定性质的排队网络进行研究,
这类排队网络后来被称为Jackson排队网络,这篇论文
证明了Jackson网络中各节点会收敛到稳态分布,并且
各节点的稳态分布时相互独立[1]. Gordon和Newell证
明了Jackson网络中各节点稳态的联合分布可以写成
乘积解的形式[2]. Denning使用排队网络的工具来对
一具体的排队系统的运营性能进行分析[3]. Buzen对
于闭环Jackson网络的求解给出了一种递推计算的方
法[4].曹希仁和何毓琦用摄动分析的方法对排队网络
顾客的逗留时间进行分析[5].夏俐用马尔科夫决策过
程对带有功率约束的串联排队系统进行建模,并对各
节点的服务率进行控制和优化[6].周亚平引入了性能
势的概念,并利用性能势对受控的闭环排队网络进行
优化[7].
除了对排队网络的理论进行研究之外,还有很多

将排队网络应用到具体的场景之中,对具体问题进行
建模与分析的研究. Seidmann利用闭环排队网络对柔
性制造系统进行建模与分析[8].夏俐对开环排队网络
中的动态定价和服务率控制问题进行研究,并将其分
解成服务率设定问题加上价格设定问题以求解[9].
Agboola用排队网络对计算机集群系统的各项指标包
括队长、逗留时间等进行分析[10]. Hum利用马尔可夫
排队网络对供应链系统进行建模和优化[11]. Romero-
Silva利用排队网络分析了流水线中缓冲位置对作业
时间的影响[12]. Zhang提出了一种基于排队网络的算
法来对网约车进行建模,有效地将乘客分配给相应车
辆[13]. Yan利用排队论分析了制造系统中流水统的效
率[14].
对系统进行建模分析时,通常会关心系统中资源

的配置情况,一般用各个设备的利用率来表示.使用
模拟仿真的方法对系统进行建模,也是一种性能分析
的常见方法.但仿真实验往往比较慢,而且需要多次
的仿真结果才能收敛.当网络结构调整时,需要重新
进行多次的仿真实验.如果使用排队网络进行建模,
当满足一些条件时,可以得到资源利用率的解析解,

大大减少所需时间.更关键的是,有了解析公式,可以
得到资源利用率和相关参数(如顾客总数、服务时
间)的关系,分析其变化趋势.而通过仿真方法,很难
直接得到调整参数后的结果,还需要重新进行仿真实
验.在排队网络中,各节点利用率是分析系统性能的
一个重要的指标,可以用于分析各个服务台是否处于
饱和工作状态,以及找出哪个节点是整个排队网络的
瓶颈所在.例如在生产制造系统中,如果部分节点的
利用率很高,而另一些节点的利用率很低,则意味着
有部分机器处于高负荷工作状态,而另一些机器则几
乎闲置,这样的系统负载不均衡,没有发挥出所有机
器的效能.
本文通过对闭环Jackson网络中各节点的利用率

的解析表达式进行分析,得到各节点的利用率和资源
总数以及各节点的服务时间之间的关系,并计算使利
用率达到饱和状态所需要投入的资源总数.并将该方
法应用在一个具体的自动化码头案例上,分析其运输
区域路网设计中的瓶颈以及利用率与车辆数的关系.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 术术术语语语符符符号号号表表表

对于一个包含M个节点,共有N个顾客的排队网

络,相关的变量和参数定义如下:

M : 节点总数,
N : 顾客总数,
ni: 第i个节点的顾客数, i ∈ {1, 2, · · · ,M},
λi: 第i个节点的到达率, i ∈ {1, 2, · · · ,M},
µi: 第i个节点的服务率, i ∈ {1, 2, · · · ,M},
ρi: 第i个节点的服务强度, ρi = λi/µi,
rij : 从第i个节点到第j个节点的路由转移概率,
Ui: 第i个节点的利用率, i ∈ {1, 2, · · · ,M}.

2.2 闭闭闭环环环Jackson排排排队队队网网网络络络服服服务务务台台台利利利用用用率率率的的的计计计算算算
对于通常的排队网络,其分布的计算过程十分复

杂,往往没有办法找到解析解,从而只能通过数值计
算甚至仿真的方法来得到排队网络的分布.
而当排队网络满足某些条件时,称这类排队网络

为Jackson排队网络.这类排队网络各节点的稳态分布
计算形式简单,并且排队网络具有乘积形式的解.
Jackson网络根据其是否具有外部源节点和目标节点
而分为开环Jackson网络和闭环Jackson网络.
本文重点研究闭环Jackson网络中各节点的利用

率的计算,并尝试将计算方法应用在自动化集装箱码
头车辆运输效率的性能分析之中.
考虑一个包括M个节点的排队网络,如果满足:
1)网络没有外部顾客源节点和外部目标节点;
2)网络中的顾客总数为N ,且N保持恒定;
3)每个节点中的服务时间服从参数为µi的指数分

布,且不同节点间的服务时间是相互独立的;
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4)顾客在网络中的转移是随机的,顾客在节点i接

受完服务后,到达节点j的概率是rij ,
M∑
j=1

rij = 1, i =

1, 2, · · · , M .
则称这个满足条件的排队网络为闭环Jackson网

络.在闭环Jackson排队网络中,排队网络的状态可以
表示为顾客在每个节点的数量

n̄ = (n1, n2, · · · , nM), (1)

其中ni是第i个节点的顾客数量,满足条件

n1 + n2 + · · ·+ nM = N. (2)

本文的目标是计算出在排队网络中顾客数量的分

布,表示为

p(n̄) = p(n1, n2, · · · , nM), (3)

λi是第i个节点的到达率. µi是第i个节点的服务率.
rij从第i个节点到第j个节点的路由转移概率.

ρi是第i个节点的服务强度,定义如下:

ρi =
λi

µi

, (4)

其中:服务率µi和路由转移概率rij是已知参数.到达
率λi满足如下的流量平衡方程:

λi =
M∑
j=1

rjiλj, i = 1, · · · ,M. (5)

由Gordon–Newell定理可得[2],闭环 Jackson网络
的分布具有乘积解的形式,如下:

p(n̄) =
1

G(N)
ρn1
1 ρn2

2 · · · ρnM

M , (6)

这里G(N)称为归一化参数. G(N)满足等式

G(N) =
∑

n1+···+nM=N

ρn1
1 ρn2

2 · · · ρnM

M . (7)

当得到排队网络整体的分布之后,可以通过计算
边缘分布得到每个节点的顾客数量分布p(ni = k).
各节点利用率,是结点中服务台处于服务状态的

时间占总时间的比例.

Ui = P (ni > 1) = ρi
G(N − 1)

G(N)
. (8)

通过上述介绍的方法,可以计算排队网络中各节
点的利用率.值得注意的是,如果直接使用式(8)计算
归一化参数G(N)、式(9)计算边缘分布和式(11)边缘
分布系数,都需要枚举所有的组合以遍历满足条件的
可行集合.满足所有节点的顾客数量之和为N的组合

数量为CN
N+M−1 =

(M +N − 1)!

(N)!(M − 1)!
,各节点利用率的

计算时间复杂度达到了O[(N +M)!].当顾客数量增
大时,很难在较短时间内得到结果.
为了解决这一问题, Buzen曾经给出了一种G(N)

的递推计算方法[4].将N个顾客、M个节点的归一化

参数G(N)用N − 1个顾客以及M − 1个节点的情况

来递推.该方法可以比较快速地计算出G(N)的数值,
将计算复杂度降低到O(MN).

GM(N) = GM(N − 1) + ρMGM−1(N). (9)

此外, Gordon曾经给出了G(N)母函数的形式[15].
通过母函数,可以得到G(N)另一种形式的解析表达

式.本文将在此基础上,进一步得到利用率的解析表
达式,分析其特性,并研究同顾客总数N以及其他参

数(如平均服务时间)之间的关系.

3 闭闭闭环环环Jackson网网网络络络的的的资资资源源源利利利用用用率率率分分分析析析
在本节中,首先尝试得到闭环Jackson网络中利用

率的解析表达式,进而对利用率进行分析,得到利用
率的极限,并证明利用率的饱和性.然后以一个具体
的排队网络为例,求解出其达到饱和状态需要投入的
资源数量.

引引引理理理 1 闭环Jackson网络中,各节点的利用率满
足

Ui = ρi

M∑
i=1

(−1)i−1ρN+M−2
i

∏
16j<k6M

j,k ̸=i

(ρj−ρk)

M∑
i=1

(−1)i−1ρN+M−1
i

∏
16j<k6M

j,k ̸=i

(ρj−ρk)

. (10)

证 为了计算方便,假设 ρ1, ρ1, · · · , ρM互不相
等.因为如果存在相等的ρ,不妨假设ρM−1 = ρM ,则

GM(N) =∑
n1+···+nM=N

ρn1
1 · · · ρnM

M =∑
n1+···+(nM−1+nM )=N

ρn1
1 · · · ρ(nM−1+nM )

M−1 =

G′
M−1(N). (11)

则可以将 ρ相等的节点合并,转换为节点数等于
M − 1的情况.
对于给定的节点数M , G(N)是关于顾客总数N

的数列.对于数列G(N),其母函数h(x)的定义为

h(x) = G(0) +G(1)x+ · · ·+G(n)xn + · · · =
+∞∑
n=0

G(n)xn. (12)

Gordon在研究中得到了闭环Jackson网络的归一
化参数G(N)的母函数[15],形式如下:

h(x) =
1

(1− ρ1x)(1− ρ2x) · · · (1− ρMx)
. (13)

将数列的母函数分解

h(x) =
A1

(1− ρ1x)
+

A2

(1− ρ1x)
+ · · ·+ AM

(1− ρ1x)
,

(14)

其中Ai满足
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Ai =
ρM−1
i

M∏
j=1
j ̸=i

(ρi − ρj)

=

ρM−1
i · (−1)i−1

∏
16j<k6M

j,k ̸=i

(ρj − ρk)∏
16j<k6M

(ρj − ρk)
. (15)

代入到母函数中

h(x) =
+∞∑
n=0

(
M∑
i=1

Aiρ
n
i )x

n. (16)

由此得到归一化参数G(N)的另一种形式

G(N)=
M∑
i=1

Aiρ
N
i =

M∑
i=1

(−1)i−1ρN+M−1
i

∏
16j<k6M

j,k ̸=i

(ρj−ρk)∏
16j<k6M

(ρj − ρk)
. (17)

接下来计算各节点利用率Ui

Ui = ρi
G(N − 1)

G(N)
=

ρi

M∑
i=1

(−1)i−1ρN+M−2
i

∏
16j<k6M

j,k ̸=i

(ρj−ρk)

M∑
i=1

(−1)i−1ρN+M−1
i

∏
16j<k6M

j,k ̸=i

(ρj−ρk)

. (18)

证毕.
得到了利用率的解析表达式之后,首先证明当N

→ +∞时,各节点的利用率存在极限.

定定定理理理 1

lim
N→+∞

Ui =
ρi

max
16i6M

(ρi)
. (19)

证 不妨假设

ρ1 > ρ2 > · · · > ρM > 0. (20)

为了简化表达式,令

Bi =
∏

16j<k6M
j,k ̸=i

(ρj − ρk), i = 1, · · · ,M. (21)

注意到Bi与N无关.并且有

Ui = ρi

M∑
i=1

(−1)i−1Biρ
N+M−2
i

M∑
i=1

(−1)i−1Biρ
N+M−1
i

. (22)

令

F (N) =
G(N − 1)

G(N)
=

M∑
i=1

(−1)i−1Biρ
N+M−2
i

M∑
i=1

(−1)i−1Biρ
N+M−1
i

.

(23)

分子和分母同时除以ρN+M−2
1

F (N) =

B1 +
M∑
i=2

(−1)i+1Bi(
ρi

ρ1
)N+M−2

B1ρ1 +
M∑
i=2

(−1)i+1Biρi(
ρi

ρ1
)N+M−2

. (24)

进而可以得到

lim
N→+∞

F (N) =
1

ρ1
=

1

max
16i6M

(ρi)
, (25)

∴ lim
N→+∞

Ui = ρi lim
N→+∞

F (N) =
ρi

max
16i6M

(ρi)
. (26)

证毕.
如果一个函数f(x)满足 lim

x→+∞
f ′(x)=0,则称f(x)

为右饱和函数.意味着在x增大时,该函数会达到饱和
状态,逐渐趋近于饱和值.下面证明闭环Jackson网络
各节点的利用率关于顾客总数N是右饱和的.

定定定理理理 2

lim
N→+∞

U ′
i(N) = 0. (27)

证 因为Ui(N) = ρiF (N),所以只需证明

lim
N→+∞

F ′(N) = 0

即可.

F (N) =
G(N − 1)

G(N)
=

M∑
i=1

Aiρ
N−1
i

M∑
i=1

Aiρ
N−1
i

, (28)

F ′(N) =
G′(N − 1)G(N)−G′(N)G(N − 1)

[G(N)]2
,

(29)

其中分母一定大于0,对于分子

G′(N − 1)G(N)−G′(N)G(N − 1) =∑
i ̸=j

AiAj ln ρiρ
N−1
i ρNj −

∑
i ̸=j

AiAj ln ρiρ
N
i ρ

N−1
j =∑

i ̸=j

AiAj ln ρiρ
N−1
i ρN−1

j (ρj − ρi) =∑
16i<j6M

AiAj ln
ρi
ρj

ρN−1
i ρN−1

j (ρj − ρi). (30)

可以得到

F ′(N) =

∑
16i<j6M

AiAj ln
ρi

ρj
ρN−1
i ρN−1

j (ρj − ρi)

(
M∑
i=1

AiρNi )
2

.

(31)

不妨假设

ρ1 > ρ2 > · · · > ρM > 0. (32)

则

F ′(N) =
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[A1ρ
N−1
1

M∑
j=2

Aj ln
ρi
ρj

ρN−1
j (ρj − ρi)+∑

26i<j6M

AiAj ln
ρi
ρj

ρN−1
i ρN−1

j (ρj − ρi)]/[A1ρ
N
1 +

M∑
i=2

Aiρ
N
i ]

2. (33)

所以有

lim
N→+∞

F ′(N) =

A1ρ
N−1
1

M∑
j=2

Aj ln
ρi

ρj
ρN−1
j (ρj − ρi)

(A1ρN1 )
2

= 0. (34)

证毕.
所以节点利用率Ui是饱和函数.也就是说,不论转

移概率矩阵和各节点的服务率如何变化,当顾客总
数N增大时,利用率Ui总能进入饱和状态,这样一来
就可以求出进入饱和状态所需要的顾客总数N ,作为
在实际系统中投入相应资源数量的参考.
下面针对一个具体的3节点闭环Jackson网络(如图

1),分析其利用率的解析表达式,并计算使其达到饱和
需要的顾客数量.

1

2

3

图 1 3节点闭环Jackson网络

Fig. 1 Closed Jackson network with 3 nodes

各节点服务时间t1 = t2 = t3 = 10 s,即服务率µ1

= µ2 = µ3 = 0.1.其路由转移概率矩阵为

R =

0 0.6 0.4

1 0 0

1 0 0

 . (35)

可解得其服务强度

ρ = [1 0.6 0.4]. (36)

代入可得

G(N) = 0.2 + 0.4N+2 − 0.6N+2. (37)

可以得到利用率U1和其导函数的解析表达式

U1(N) =
0.2 + 0.4N+1 − 0.6N+1

0.2 + 0.4N+2 − 0.6N+2
, (38)

U ′
1(N) =

0.76× 0.24N − 1.72× 0.4N + 0.96× 0.6N

(1.25 + 0.4N − 2.25× 0.6N)2
. (39)

U1的函数图像如图2所示; U1的导数图像如图3所
示.
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图 2 节点1的利用率

Fig. 2 The utilization of node 1
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图 3 节点1利用率关于N的导数

Fig. 3 Derivative of the utilization of node 1

所以有N > 0时, U ′
1(N) > 0,从而U1是单调递增

的右饱和函数.
U1的极限

lim
N→+∞

U1 =
1

1
= 1. (40)

取达到极限值的90%为饱和点,求解方程

U1(N) = 90%× 1 = 0.9. (41)

得到

N∗ = 3.868. (42)

即当N > 4时,达到饱和.
下面继续研究当某一节点的平均服务时间变化时,

对饱和点变化的影响.

ρi =
λi

µi

= λiti. (43)

代入到利用率U1中,并将节点2和3的平均服务时
间固定, t2 = t3 = 10 s.改变节点1的平均服务时间,



1824 控 制 理 论 与 应 用 第 38卷

分别使t1 = 1 s, 5 s, 10 s, 20 s, 50 s, 100 s,求得相应
的达到饱和所需顾客总数记录在表1中.

表 1 不同平均服务时间的饱和点
Table 1 Saturation point of different mean service time

服务时间t1/s 达到饱和状态的顾客数N∗

0.1 2.9179
0.5 3.5312
1 3.6717
2 4.0631
5 7.0453
8 5.2666

10 3.868
20 2.1067
50 1.2732

100 0.9619

可以看到,随着服务时间的增大,达到饱和状态所
需要的顾客总数先增大后减小.这是因为t1 6 5的情

况中,节点1不是网络的瓶颈,这时增大该节点的服务
时间,可以使得各节点负载更均衡,从而投入更多的
顾客才能达到饱和状态.超过5 s的情况中,节点1已经
成为网络的瓶颈所在,继续增大节点1的服务时间,会
使得更多的顾客拥塞在节点1处,所以达到饱和状态
所需的顾客总数不断下降.

4 在在在自自自动动动化化化码码码头头头中中中的的的应应应用用用

现如今,超过90%的全球贸易是通过船舶运输[16].
集装箱运输是全球货物运输的重要组成部分,集装箱
年运输量在过去40年中增长了近15倍[17].集装箱码
头作为集装箱船装货和卸货的节点,承担了水陆货运
枢纽的职能.在一些繁忙的港口,集装箱码头每天都
需要为大量的集装箱船舶提供装卸服务.近些年,集
装箱船的装卸任务越来越集中于大型的区域中心集

装箱港口,使得这些关键港口的负荷日益增大. 2015
年,全球20个最大的集装箱港的吞吐量达到了3.12亿
标准箱TEU,占全球总量的45%[18].
随着无线通信、控制系统、传感器等相关技术的

快速发展,现在已经可以通过自动导引车(automated
guided vehicles, AGV)来实现港口的自动化[19].配备
了AGV和其他自动化设施的集装箱码头被称为自动
化集装箱码头(ACTs).
自动化集装箱码头的一种经典布局方式如图4[20].

在卸货任务中, AGV到达指定的岸桥位置,岸桥(岸边
起重机)将集装箱从船上吊起并放置在AGV上.然后
AGV到达指定的堆场位置,场桥(堆场起重机)将集装
箱从AGV上吊起并放置在堆场里预先分配的位置.在
装货任务中,这些步骤是相反的.
虽然与人工集装箱码头相比,自动化集装箱码头

采用了更先进的技术,但如何高效地运营自动化码头

仍然是一个巨大的挑战.自动化码头的运营效率很大
程度上取决于调度策略,不适当的调度策略会导致严
重的拥堵.已经有很多研究人员对自动化码头进行研
究,并尝试提高其性能. Fazlollahtabar重点研究了调
度算法,比较了几种不同的AGV调度和路由优化算法
之间的优劣[21]. Kim和Bae提出了一个经典的自动化
码头布局,这个布局经常被后来的研究者所采用[22].
Choe提出了一种动态自适应学习的调度算法[23]. Hu
设计了一种基于遗传算法来分配集装箱任务顺序的

算法[24]. Huo建立了一种混合整数规划方法来解决多
AGV调度问题[25].

图 4 自动化码头布局图

Fig. 4 Layout of an automated container terminal

除了调度策略外,自动化集装箱码头运输区域的
路网结构也对其运行效率有很大的影响.策略上的进
步很多时候无法弥补路网结构设计上存在的缺陷.对
不同路网结构的性能进行分析,有助于选择出最优的
布局方式.排队网络是分析系统结构的有效并且非常
常用的工具.
本文把自动化码头的路网看作是一个有向图.图5

是自动化码头案例的有向图示例. 1–2号节点代表岸
桥; 3–8号节点代表交叉路口; 9–12号节点“Y”代表
场桥.交叉路口、岸桥和场桥用节点表示;道路用边表
示.如果边是单向的,那么代表对应的道路是单行道;
而如果边是双向的,那么对应的道路应该是双向路.
在本例中,这是一个包含12个节点的有向图.
在此基础上,本文将自动化码头抽象为与有向图

(图5)具有相同拓扑结构的排队网络.把岸桥、场桥和
交叉路口当作服务台,把AGV当作顾客,与服务台节
点连接的边具有一定的路由转移概率分布,得到自动
化码头排队网络示例如图6所示.
在自动化码头中投入使用的AGV数量通常在装卸

任务作业期间是固定的,所以,排队网络的顾客总数
是保持不变的.因此,排队网络既没有外部的顾客源
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节点,也没有外部的目标节点.通过前往港口现场进
行实地调研时与相关工作人员的沟通,本文在建模成
排队网络工程中让每个节点的服务时间呈指数分布,
而且指数分布的服务时间这一假定在码头运行的文

献中经常被采用[26–27].同时每一个节点的服务时间都
是独立于其他节点的.所以这个排队网络是一个闭环
Jackson网络.

1

3 4

2

5

8

121110

6

9

7

图 5 自动化码头的有向图

Fig. 5 Directed graph of the automated container terminal

图 6 自动化码头的排队网络模型

Fig. 6 Queueing network model

在这个排队网络中,本文用如下方法得到路由转
移概率:在仿真中采用笔者在之前的论文[21]中所用到

的调度策略,让AGV完成集装箱装卸的任务,统计
AGV在各节点间进行转移的次数,并将频率作为对应
节点之间的转移概率.
由此,本文可以利用前述方法来对自动化码头进

行建模与分析.在自动化码头运行中,岸桥和场桥的
利用率是重要的指标,可以辅助分析岸桥和场桥是否
处于饱和工作状态,以及找出哪个节点是整个排队网
络的瓶颈所在.并利用排队网络计算出使得岸桥和场
桥利用率达到饱和所需要的车辆总数.

5 结结结果果果分分分析析析

本文再将该方法运用在由实际场景的自动化码头

而建模而来的排队网络,如图6中所示的排队网络.该
闭环Jackson网络有12个节点,各节点的编号如图5中
所标示.各节点的服务时间服从指数分布,岸桥节点
的平均服务时间为40 s,场桥平均服务时间为30 s,路
口的平均服务时间为10 s.节点间的转移概率,按照
第4节中所述方法统计得到.

该闭环Jackson网络中节点1利用率的函数图像如
图7所示.其他节点的利用率和节点1成等比例放大缩
小关系,故其变化趋势一致.
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图 7 自动化码头排队网络模型中节点1的利用率

Fig. 7 The utilization of node 1 in the queueing network

闭环Jackson网络的利用率的导函数图像如图8所
示.该闭环排队网络的利用率是单调递增的右饱和函
数.
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图 8 节点1利用率关于N的导数

Fig. 8 Derivative of the utilization in the queueing network

求解利用率达到极限值的90%为饱和点,得到车
辆总数N∗ = 21.37.所以使得该排队网络利用率达到
饱和状态所需的车辆总数为22辆.
再进一步改变岸桥的平均服务时间,分别让其

等于 5 s, 10 s, 20 s, 30 s, 40 s, 60 s, 80 s, 100 s, 120 s,
180 s,求得相应的达到饱和所需车辆总数记录在表2
中.
可以看到,随着岸桥平均服务时间的增大,使利用

率达到饱和状态所需要的车辆总数先增大后减小.这
是由岸桥节点是否为排队网络的瓶颈所在的.在岸桥
平均服务时间较小时,岸桥不是排队网络的瓶颈,此
时如果增大岸桥平均服务时间,达到饱和状态所需要
的车辆数也随之增大.而一旦继续增加岸桥平均服务
时间,会使得岸桥成为排队网络的瓶颈所在,排队网
络中的车辆会主要拥塞在岸桥处,此时投入少量的车,
就很容易使得利用率达到饱和状态.
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表 2 不同岸桥平均服务时间对应的饱和点
Table 2 Saturation point of different mean service

time of quay cranes

岸桥平均服务时间/s 达到饱和状态的车辆数N∗

5 15.52
10 16.12
20 17.53
30 21.39
35 27.17
40 21.37
45 17.77
50 15.67
60 13.25
80 11.02

100 9.92
120 9.29
180 8.37

本文在AnyLogic中构建的仿真环境中进行仿真实
验.在仿真实验中,各节点的服务时间同样服从指数
分布,其平均服务时间与排队网络中的参数一致.车
辆的调度采用文献[20]中的方法.图9展示了排队网络
模型节点1的利用率的计算结果,并与仿真环境得到
的结果进行了比较.排队网络模型的资源利用率的结
果与仿真结果具有相同的趋势,且结果非常接近.由
此可以看出,利用排队网络模型对系统资源利用率分
析是可以得到近似准确的结果的.而且进行仿真实验
会耗费大量时间,车辆总数变化时就需要重新开始新
的仿真实验才能得到结果.所以排队网络是分析自动
化集装箱码头的资源配置效率的一个可行工具.
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图 9 排队网络建模与仿真岸桥利用率

Fig. 9 QC utilization by simulation and queueing network

从图9中,发现岸桥的利用率在车辆较少的情况下
增长很快.但随着车辆数量的增加,岸桥利用率的增
长率逐渐降低.当车辆数量达到22辆时,利用率几乎

停止增长.低于22,如果想要增加岸桥的利用率,可以
选择增加更多的车辆投入运营.但超过22辆车时,继
续投入车辆将无法显著提高利用率,反而会造成拥堵
和额外的电力消耗.

6 结结结论论论

闭环Jackson网络经常被用来对供应链、生产线以
及交通系统等实际系统进行建模.在这些系统中,非
常关心各个节点设备的利用率变化趋势,以及判断投
入多少资源会使得网络中的设备进入饱和状态.在本
文中,基于闭环Jackson网络归一化参数的母函数,得
到了利用率的解析表达式.本文给出了利用率在顾客
总数N趋于无穷时的极限.此外,还证明了利用率是
饱和函数,即当排队网络的顾客总数足够大时,利用
率的增长将趋于停滞,这是继续投入资源对系统性能
的提升几乎没有帮助.借助利用率的解析表达式以及
其特性,可以分析各节点利用率同顾客总数以及服务
时间的变化关系,并计算不同服务时间下达到饱和状
态所需的顾客总数.
此外,本文还将该方法应用在具体的自动化码头

场景中,通过计算各节点的利用率判断瓶颈所在位置.
当网络中车辆总数增大时,各节点利用率一开始迅速
上升,而随着车辆总数进一步增大,利用率逐渐趋于
饱和,增长缓慢.这说明当车辆数增长到一定程度后,
继续增加运营车辆,并不会提高运行效率,反而会造
成成本增加.利用排队网络对系统进行建模,对资源
配置的分析结果同实际出入不大.所以排队网络模型
虽然不能用来分析实时动态的策略过程,但可以作为
系统资源配置的评价依据.同时使用排队相较于进行
仿真实验,可以快速地得到结果,并且能够方便地对
参数进行调整.对于各资源利用率而言,排队网络是
非常有效而又快速的工具.
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