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摘要:针对连续非线性多智能体系统的全局最优协同控制问题,本文提出了模糊输出反馈和逆最优方法的分布
式一致性最优控制律和相应的控制策略.首先,通过一种区间2型T-S模糊模型将非线性系统等价转化为线性系统.
其次,基于逆最优方法设计了全局最优协同控制律和相应的模糊输出反馈控制策略,智能体间仅仅通过局部通信,
即可实现拓扑切换下非线性多智能体系统的二次性能全局最优控制,且系统的收敛速度大大提高. 基于局部稳定
性理论给出了全局逆最优控制的充要条件.最后,通过MATLAB算例验证所提方法的正确性和可行性.
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Abstract: For the global optimal cooperative control problem of continuous nonlinear multi-agent system, this paper
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1 引引引言言言

多智能体系统的一致性控制由于其广泛的应用,
如无人机编队控制[1–2],自主移动的智能体群[3]等,引
起了广泛的关注. 一般而言,多智能体系统的一致性
问题分为无领导者一致性[4]和有领导者跟随一致

性[5]. 无领导者一致性是为每个智能体设计一致性控
制律,通过智能体间的局部通信,使智能体最终趋于
一致.有领导者跟随一致性是指一个智能体作为领导
者,其余智能体作为跟随者. 领导者作为指令发出者,
生成参考轨迹,跟随者通过智能体间的局部通信跟踪
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到领导者信号,实现多智能体的跟踪一致性.

多智能体最优一致性控制是多智能体一致性控制

的一个重要的分支,在实际工程应用中有着重要的意
义.最优控制是指在满足系统稳定性条件下,使得系
统的性能指标取得极值.文献[6–8]提出了一种通过求
解线性二次调节器( linear quadratic regulator, LQR)问
题的分布式最优控制设计方法,虽然解决了多智能体
系统的最优控制问题,但系统达到稳态的时间长. 针
对具有输入约束的一般线性多智能体系统的最优一

致性控制问题,文献[9]利用逆最优方法提出了基于滚
动时域控制的一致性策略,设计了最优一致性协议.
文献[10]利用逆最优方法研究了线性多智能体系统中
各智能体状态可测的最优一致性控制问题.文献
[11–12]提出了一种基于模糊自适应动态规划的最优
控制算法,解决了多智能体系统的一致性最优控制问
题.文献[13]提出了一种基于神经逆最优控制的控制
律设计方法,解决了非线性离散多智能体系统的分散
镇定控制问题.文献[14]为解决非线性离散多智能体
系统的分布式逆最优控制问题,提出了一种基于非合
作博弈的协同控制方法. 而对于全局最优控制问题,
通常需要智能体的全局信息,在实际应用中很难获得
智能体的全局信息.在文献[15]中,为每个智能体设计
了分布式近似最优控制器,解决了系统的分布式最优
控制问题.文献[16]为解决异构非线性多智能体系统
的最优控制问题,通过分布式观测器为每个智能体提
供领导者信息,利用无模型近似动态规划算法提出了
一种最优分布式控制协议.文献[17]考虑了指定性能
和带有输入死区约束的严格反馈非线性系统,提出了
自适应模糊最优控制算法,使系统的跟踪误差约束在
指定范围内.文献[18]研究了一类不确定的严格反馈
非线性系统的自适应模糊反优化控制问题,利用反步
递归算法提出了自适应模糊逆向优化方案,保证系统
从输入到状态的稳定性,并且在目标函数方面实现反
优化. 文献[19]研究了一般线性多智能体系统的逆最
优控制问题,提出了基于静态输出反馈的最优协同控
制协议.

在实际应用中,智能体控制性能的好坏对系统整
体的运行有重要的意义,比如瞬态性能、稳态性能和
最优性能,其中系统的瞬态性能依赖于系统特征值的
位置.针对这一点,文献[20]引入两个关于闭环系统特
征值的性能指标来评价一致性性能:收敛率和阻尼率.
收敛率用于评价智能体的收敛速度,阻尼率用于评价
智能体的振荡行为.然而,现有的基于LQR的一致性
设计方法[6–8, 21]在解决这类问题时存在重大缺陷,
因为很难选择合适的权重矩阵,使得多智能体系统的
特征值不能位于特定的区域,从而很难获得理想的一
致性性能.

上述文献虽研究解决了多智能体系统的最优控制

问题,但这些文献解决智能体控制性能的同时没有考
虑系统整体性能最优. 主要存在以下问题: 1)研究对
象主要为线性或非线性离散多智能体系统,所提的研
究方法无法满足一般连续非线性多智能体系统; 2)仅
仅考虑了系统的整体最优性能,单个智能体的控制效
果一般且收敛时间长,无法满足对单个智能体性能要
求高的系统.

基于上述讨论,本文针对一般连续非线性多智能
体系统,研究拓扑切换下的全局最优协同控制问题.
主要的创新点如下: 1)提出了通过一种IT2 T-S模糊
模型将连续非线性系统等价转化为线性系统; 2)基于
局部稳定性理论,给出了全局逆最优控制的充要条件
和全局逆最优控制的设计过程; 3)基于全局逆最优控
制条件,设计了拓扑切换下全局最优控制律,使得多
智能体系统实现期望性能下的全局最优控制,同时实
现了单个智能体的期望性能,解决了现有文献中控制
效果一般和系统达到一致时间长的问题.

2 图图图论论论

考虑具有N个节点的非空有限集的加权有向图G

=(V,E,A),其中V=(ν1, ν2, · · · , νN),边集E⊂V×V ,
相关的邻接矩阵A = [aij] ∈ RN×N . 始于根节点j并

终止于节点i的边缘用(νj, νi)表示,这意味着信息从
节点j流向节点i,边(νj, νi)的权重aij 为正. 即若(νj,

νi) ∈ E,则aij > 0,否则, aij = 0. 在本文中,假设没
有重复的边和自闭环,即aii = 0, ∀i={1, 2, · · · , N}.
若(νj, νi) ∈ E,则节点j称为节点i的邻接节点. 节
点i的邻接节点集表示为Ni ={j|(νj, νi) ∈ E}. 定义
有向图的入度矩阵D = diag{di} ∈ RN×N,其中di=∑
j∈Ni

aij ;定义拉普拉斯矩阵L = D −A. 若图G中两

个节点可以通过一条路径连起来,则称图G为连通图.
若图G中的每两个顶点都可以有一条有向路连接,则
称图G为强连通图. 若图G为强连通图,其含有一个零
特征值.图G含有一个有向生成树,则存在从节点i到

图中每个其他节点的有向路径.

3 非非非线线线性性性多多多智智智能能能体体体系系系统统统

本文考虑非线性多智能体系统由N个非线性子系

统组成. 第i个非线性子系统的动态方程为

ẋi(t) = Aixi(t) +Biui(t) + fi[xi(t)], (1)

其中: i = 1, 2, · · · , N , N为非线性智能体的个数; Ai

∈ Rm×m为系统状态矩阵; Bi ∈ Rm×n为系统输入矩

阵; xi(t) ∈ Rm为第i个子系统的状态列向量; ui(t)

∈ Rn为第 i个子系统的控制输入向量; fi(·) :
Rm → Rm非线性函数.

为了表示非线性系统的局部线性输入/输出关系,
应用一种局部线性输入输出关系模型[4]―IT2 T-S模
糊模型. 非线性系统可根据IT2 T-S模糊模型转化为下
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列局部线性子系统:

规则l: 若θ1,i1(xi(t)) = µl
1,i1, θ1,i2(xi(t)) =µl

1,i2,

· · · , θ1,ipi
(xi(t)) = µl

1,ip1
,则

ẋi(t) = Ailxi(t) +Bilui(t) + Eilxi(t) =

Āilxi(t) +Bilui(t), (2)

其中: Eil ∈ Rm×m, l = 1, 2, · · · , r, r为模糊规则数.

xi = [xi1 xi2 · · · xim]
T; ui = [ui1 ui2 · · · uin]

T.

局部线性子系统式(2)的全局方程为

ẋ(t) = Alx(t) +Blu(t) + Elx(t) =

Ālx(t) +Blu(t). (3)

利用单点模糊化,乘积模糊推理和加权平均数模

糊化, IT2 T-S模糊系统将式(1)可写为式(4)

ẋi(t) =
r∑

l=1

hil(θ1,i(xi))[Āilxi(t) +Bilui(t)], (4)

其中隶属度函数

hil (θip(t)) =

p∏
p=1

µl
ip (θip(t))

r∑
l=1

p∏
p=1

µl
ip (θip(t))

, t > 0, (5)

r∑
l=1

hil(θip(t)) = 1. (6)

系统式(3)的全局动态方程为

ẋ(t) = Āx(t) +Bu(t), (7)

其中: Ā =
r∑

l=1

hl(θ1(x))Āl, B =
r∑

l=1

hl(θ1(x))Bl.

不失一般性,推导本文结论前,对IT2 T-S模糊化

的多智能体系统做出以下假设:

假假假设设设 1 (Āil, Bil)是可控的.

假假假设设设 2 图G含有一个有向生成树.

分别对有领导者和无领导者情况下当智能体能够

获取邻接智能体的状态信息,基于LQR方法[21]设计

的全局状态反馈控制器

u =
r∑

l=1

hl(θ1(x))Klx. (8)

使得多智能体系统的全局目标函数(9)最小.

J =
w +∞

0

r∑
l=1

hl(θ1(x))[x
T(t)Qlx(t)+

uT(t)Rlu(t)]dt,

(9)

其中: Kl为局部线性子系统全局反馈增益; Ql, Rl为

已知的对称非负定矩阵;反馈增益矩阵

Kl = R−1
l B̄T

l Pl,

其中Pl为Riccati方程式(10)的唯一正定对称解.

ĀT
l Pl + PlĀl − PlBlR

−1BT
l Pl +Ql = 0, (10)

式(10)可等价为

ĀT
l Pl + PlĀl −KT

l RlKl +Ql = 0, (11)

BT
l Pl = RlKl. (12)

引引引理理理 1 [5](局部稳定性) 给定仿射映射S,其包含
一个D ⊃ S,若存在一个二次函数V (x) : D → R,

V (x) = xT
r∑

l=1

hl(θ1(x))Plx > 0,满足

S = kerPl,

V (x) = xT
r∑

l=1

hl(θ1(x))Plx > 0,

V̇ (x) = xT
r∑

l=1

hl(θ1(x))Plx 6 0,

{x ∈ D|V̇ (x) = 0} = S,

则S为李雅普诺夫渐进稳定的.

引引引理理理 2 [10] 若矩阵KlBl为半正定满秩矩阵且

rank(KlBl) = rank(Kl),则存在矩阵Rl = RT
l > 0和

Pl =PT
l > 0满足Kl = R−1

l BT
l Pl.

由引理2可推出下列命题.

命命命题题题 1 若以下条件成立

1) 若KlBl为半正定矩阵且rank(KlBl) = rank

(Kl),存在矩阵Rl = RT
l >0和Pl=PT

l >0满足K=

R−1BTP ;

2) Kl是稳定的到Pl的零空间;对于逆最优控制问
题, Kl是最优的和Pl为Riccati方程的半正定解.

证 由式(11)可得

Ql = −ĀT
l Pl − PlĀl +KT

l RlKl. (13)

考虑以下性能指标:

J(x0)=
w +∞

0

r∑
l=1

hl(θ1(x))[x
TQlx+ uTRlu]dt =

w +∞

0
[xT

r∑
l=1

hl(θ1(x))Qlx+

uT
r∑

l=1

hl(θ1(x))Rlu]dt =

w +∞

0

r∑
l=1

hl(θ1(x))[x
TQlx+

uTKT
l RlKlu]dt =

r∑
l=1

hl(θ1(x))[x
T(0)Plx(0)−

xT(∞)Plx(∞)]+
w +∞

0
xT

r∑
l=1

hl(θ1(x)) ·

[Kl−R−1
l BT

l Pl]
TR[Kl−R−1

l BT
l Pl]xdt. (14)

由于Kl是稳定的在Pl的零空间, lim
t→∞

Plx(t) = 0.
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当Kl = R−1
l BT

l Pl时,性能指标J(x0)达到最小值.因

此,全局u =
r∑

l=1

hl(θ1(x))Klx是最优的. 证毕.

命命命题题题 2 对于逆最优控制问题, Kl是最优的;当
Ql > 0和Rl > 0时, Pl为Riccati方程的唯一半正定
解,当条件成立

1) Kl/2是稳定的在Pl的零空间;

2) KlBl为半正定矩阵.

证 由命题1可知,对于系统,存在矩阵Pl = PT
l

> 0, Rl = RT
l > 0和Ql = QT

l > 0满足

0 = (Āl −
1

2
BlKl)

TPl + Pl(Āl −
1

2
BlKl) +

Q̄l + (
1

2
Kl)

T (2Rl) (
1

2
Kl), (15)

BT
l Pl = RlKl. (16)

状态反馈控制器u=u=
r∑

l=1

hl(θ1(x))Klx/2使得

系统的全局性能指标J=
w +∞

0

r∑
l=1

hl(θ1(x))[x
T(t)·

Qlx(t)+2uT(t)Rlu(t)]dt达到最小. 证毕.

由上述证明可知,对任意x0 ∈ Rm且x0 ̸= 0时,系
统性能指标的最优值为

J∗ (x0) = x0

r∑
l=1

hl (θ1(x))Plx0 =

w ∞

0

r∑
l=1

·hl (θ1(x))x
T ·

(Q̄l +
1

2
KT

l RlKl)
Txdt, (17)

因为Pl > 0,则上式中的Q̄l +
1

2
KT

l RlKl > 0.

令Ql = Q̄l +
1

2
KT

l RlKl,在式(14)两边减去KT
l

RlKl得

(Āl −BlKl)
T
Pl + Pl(Āl −BlKl) =

−Ql −KT
l RlKl 6 0. (18)

根据引理1, Kl是稳定的在Pl的零空间和KlBl为

半正定阵,由式(18)和命题1, Kl是最优的对于反馈控

制律u =
r∑

l=1

hl(θ1(x))Klx,意味着Kl是线性二次最

优的对于Rl = RT
l > 0和Ql = QT

l > 0.

命命命题题题 3 对于逆最优控制问题,若Rl = RT
l > 0

和Ql = QT
l > 0, Kl是最优的和相应的黎卡提方程具

有对称正定解Pl. 当且仅当系统满足下列条件:

1) 矩阵Āl −BlKl为Hurwitz;

2) KlBl为半正定矩阵.

4 多多多智智智能能能体体体系系系统统统全全全局局局逆逆逆最最最优优优控控控制制制律律律设设设计计计

不失一般性,设计全局逆最优控制律前,假设模糊

化的系统矩阵Āl和Bl可写为以下形式:

Āl =

[
A11 A12

A21 A22

]
, Bl =

[
0

B1

]
,

其中: A11 ∈ R(m−n)×(m−n), A12 ∈ R(m−n)×n, A21 ∈
Rn×(m−n), A22, B1 ∈ Rn×n. 矩阵对(A11, A12)是可

控的.

本文假设智能体i能够获取邻接智能体的状态信

息,在此前提条件下研究有向拓扑切换下有领导者和
无领导者的非线性多智能体系统全局逆最优协同控

制问题.

4.1 有有有领领领导导导者者者多多多智智智能能能体体体系系系统统统全全全局局局最最最优优优控控控制制制

假设领导者和跟随着为同构智能体.领导者系统
的动态方程如下:

v̇0(t) = Āmv0(t), (19)

其中: v0为领导者系统的状态向量, Ām为领导者系统

的状态矩阵.

设计局部子系统i的控制律ui = cKilεi,使得多智
能体系统的所有节点都能同步于领导者节点,同时使
得系统的二次型性能指标值达到最小.

定义线性子系统i邻接误差方程为

εi =
N∑
j=1

a
σ(t)
ij (xj − xi) + h

σ(t)
i0 (v0 − xi) =

N∑
j=1

a
σ(t)
ij (δj − δi)− h

σ(t)
i0 δi, (20)

系统的全局邻接误差方程为

ε= (L+H)
σ(t) ⊗ Inδ, (21)

其中: δi= xi− v0, ε= [ε1 ε2 · · · εn]T, δ= [δ1 δ2 · · ·
δn]

T, In为n× n单位矩阵, aσ(t)
ij 为t时刻多智能体i与

j间的权重系数; hσ(t)
i0 为t时刻智能体i与领导者间的

权重系数,当h
σ(t)
i0 = 0时,表示系统为无领导者系统,

否则,系统为有领导者系统;增益参数c > 0; N 为智
能体的个数; Ki为智能体i对应的反馈控制增益矩阵.
Hσ(t) = diag{hσ(t)

10 , h
σ(t)
20 , · · · , hσ(t)

n0 }.

模糊化的多智能体系统的全局闭环方程为

ẋ(t)=
r∑

l=1

hl(θ1(x))[Ālx(t) +Blu(t)] =

r∑
l=1

hl(θ1(x))[(In ⊗ Āl)x(t)−

c(L+H)
σ(t) ⊗ (BlKl)ε(t)] =

(In⊗Ā)x(t)−c(L+H)
σ(t)⊗(BK)ε(t). (22)

多智能体系统的全局闭环误差方程为

δ̇(t)=[(In⊗Ā)−c(L+H)
σ(t)⊗(BK)]δ(t). (23)

引引引理理理 3 [10] 设λi为矩阵(L+H)
σ(t)
的特征值.
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若全局闭环跟踪误差系统实现渐近稳定,当且仅当矩
阵Āl − cλiBlKl 为Hurwitz.

定定定理理理 1 对于全局跟踪误差系统,设计分布式控
制律式,当且仅当矩阵(L+H)

σ(t)
为正定矩阵,系统

的全局二次性能指标达到最优.

J =
w +∞

0

r∑
l=1

hl(θ1(x))[δ
T(t)Q̃lδ(t)+

uT(t)R̃lu(t)]dt, (24)

其中: Q̃l = Q̃T
l > 0和R̃l = R̃T

l > 0.

证(必要性) 由命题3可知,若分布式控制律u =

−c(L+H)
σ(t)⊗Klε为最优,矩阵[(L+H)

σ(t)⊗Kl]

(In ⊗B)为正定矩阵. 存在一个非奇异矩阵T1满足

(L+H)
σ(t) ⊗ (KlBl) = T−1

1 Λ1T1, (25)

其中Λ1为矩阵(L+H)
σ(t) ⊗ (KlBl)的特征值对角

阵.

矩阵(L+H)
σ(t)
和KlBl的约旦标准型分别为

(L+H)
σ(t)

= Z−1
1 J

σ(t)
1 Z1, (26)

KlBl = Z−1
2 J2Z2, (27)

其中: Jσ(t)
1 , J2分别为(L+H)

σ(t)
和KlBl的约旦标

准型; Z1, Z2为非奇异矩阵.

将式(25)–(26)代入式(28)中,可得

(Z1⊗Z2)
−1
(J

σ(t)
1 ⊗J2)(Z1⊗Z2)=T−1

1 Λ1T1. (28)

由于系统的通信拓扑图G包含一个生成树,其中
至少有一个非零增益连接到根节点. 因此拓扑图G所

对应的矩阵(L+H)
σ(t)
的全部特征值均有正实部.假

设(L+H)
σ(t)
有共轭复根α± jβ,其中α > 0, β ̸= 0

∈ R. 假设µ为矩阵KlBl的一个非零特征值,则µ(α±
jβ)为Λ1的特征值.可得µ(α± jβ) > 0. 当µ > 0和

β = 0时,矩阵(L+H)
σ(t)
为正定的.

(充分性) 设Kl=[K1K2]∈Rn×m,矩阵

(L+H)σ(t) ⊗ (KlBl)

为正定矩阵. 由于(L+H)
σ(t)
为正定矩阵,则存在一

个正定矩阵F ∈ Rn×n满足(L+H)
σ(t) ⊗ F为正定

矩 阵. 令K2 = FB−1
1 ,矩 阵Kl = [K1FB

−1
1 ]满 足

(L+H)
σ(t) ⊗ (KlBl)为正定矩阵.

令T2 =

[
I 0

S I

]
,则

Āl − cλiBlKl =[
A11 A12

A21 − cλiB1K1 A22 − cλiB1K2

]
, (29)

T2(Āl − cλiBlKl)T
−1
2 =[

A11 −A12S A12

Σ SA12 +A22 − cλiB1K2

]
, (30)

其中Σ = SA11 +A21 − cλiB1K1 − (SA12 +A22 −
cλiB1K2)S.

令Σ = 0,则矩阵Āl − cλiBlKl的特征值转换为

矩阵A11−A12S ∈ R(m−n)×(m−n)的特征值和SA12−
cλiB1K2+A22 ∈ Rn×n的特征值.设矩阵Λ3和Λ4分

别为A22−cλiB1K2和A11 −A12S的特征值矩阵,存
在矩阵T3和T4满足

T−1
3 (SA12 +A22 − cλiB1FB−1

1 )T3 = Λ3, (31)

T−1
4 (A11 −A12S)T4 = Λ4. (32)

矩阵S可通过使矩阵A11 −A12S的特征值全部位

于左半复平面, (A11, A12)可控的. 当F >0和λi>0,

矩阵cλiB1FB−1
1 为正定的,意味着对于给定的正数

cmin,存在一个矩阵F满足: 对于给定的矩阵S,当c >

cmin时,矩阵SA12 +A22 − cλiB1K2的m个特征值全

部位于左半复平面. 根据上述条件,设cmin = 1/λ̄, λ̄
为所有矩阵(L+H)

σ(t)
最小特征值.矩阵S根据SA12+

A22−cminλ̄B1K2的特征值全部位于左半复平面求解

得出. K1可通过Σ = 0求解得出.由上述可知,矩阵
Āl − cminλ̄BlKl为Hurwitz.

存在实数c和矩阵F满足Āl −cλiBlKl为Hurwitz.
根据命题1,存在矩阵Rl = RT

l > 0和Pl = PT
l > 0满

足BT
l Pl = PlKl. 由于矩阵Āl−BlKl为Hurwitz,推导

可得(Āl −BlKl)
T
Pl + Pl(Āl −BlKl) < 0. 接下来

证明多智能体系统的局部稳定性. 构造李雅普诺夫函

数V (x) =
r∑

l=1

hl(θ1(x))x
TPlx并求导可得

V̇ (x) =
r∑

l=1

hl(θ1(x))[ẋ
TPlx+ xTPlẋ] =

r∑
l=1

hl(θ1(x)){xT[(Āl − cλiBlKl)
T
Pl +

Pl(Āl − cλiBlKl)]x} =
r∑

l=1

hl(θ1(x)){xT[(Āl −BlKl)
T
Pl +

Pl(Āl −BlK)]x+

2(1− cλi)x
TKT

l RlKlx}. (33)

当cλi>1,推导可知V̇ (x)<0,因此Āl−cλiBlKl

为Hurwitz. 根据引理2,选择S, F和c > cmin,使得系
统为渐进稳定的. 根据命题3可知, c(L+H)

σ(t)
Kl为

最优反馈控制增益.

根据命题3,对于多智能体系统,若In⊗Āl−c[(L+

H)σ(t) ⊗ (BlKl)]/2为Hurwitz,则反馈增益矩阵c(L+

H)σ(t)Kl是最优的当任意Q̄l=Q̄T
l >0. 若令c>2cmin,

上述条件成立.

设cmin= 1/λ̄,通过选择矩阵F使得SA12 +A22−
B1FB−1

1 为Hurwitz. 令F = γIn,其中γ > 0. 求解可
得SA12 +A22 −B1FB−1

1 的特征值为λ− γ,其中λ为
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SA12 +A22的特征值.因此,选择γ使得特征值λ−γ

位于复平面的左半平面. 矩阵Kl中的K1和K2可通过

K2=γB−1
1 和Σ=0求解,可得K1=B−1

1 [SA11+A21+

γS −(SA12 +A22)S]. 系统的逆最优分布式控制增
益矩阵Kl为

Kl = B−1
1 [SA11 +A21 − (SA12 +A22)S +

γSγIn]. (34)

注注注 1 在定理1的充分必要性证明中,若Āl −BlKl为

Hurwitz(即每个智能体渐近稳定)和KlBl为正定矩阵,则反馈
增益Kl为最优控制增益.根据命题3可知,基于LQR方法的增
益矩阵可由式(35)求得. 令矩阵Ql=QT

l >0和Rl=RT
l >0,

控制律中的反馈增益矩阵为

Kl = R−1
l BT

l Pl, (35)

其中Pl为Riccati方程式(36)的唯一正定对称解.

ĀT
l Pl + PlĀl − PlBlR

−1
l BT

l Pl +Ql = 0. (36)

证毕.

4.2 无无无领领领导导导者者者多多多智智智能能能体体体系系系统统统全全全局局局最最最优优优控控控制制制

对于无领导者多智能体系统的一致性问题,当时
间t → ∞,智能体的状态能够达到同一状态. 即

lim
t→∞

∥xi − xj∥ = 0, ∀i, j ∈ N+. (37)

通过设计分布式一致性控制律ui,使得系统的每
个智能体达到同一状态,并使系统的性能指标达到最
小. 设计的无领导者局部线性子系统的全局分布式一
致性控制律

u = cKl

N∑
j=1

a
σ(t)
ij (xj − xi), (38)

其中: c > 0,反馈增益矩阵Kl ∈ Rn×m. 线性化的多
智能体的闭环系统方程可写为

ẋi =
r∑

l=1

hil(θ1,i(xi))[Āilxi +

cBilKil

N∑
j=1

a
σ(t)
ij (xj − xi)]. (39)

全局闭环系统可写为

ẋ =
r∑

l=1

hl(θ1(x))[Im ⊗ Āl − cLσ(t) ⊗ (BlKl)]x =

[Im ⊗ Ā− cLσ(t) ⊗ (BK)]x. (40)

假设系统的通信拓扑为强连通的,拓扑图对应
的Laplace矩阵Lσ(t)的特征值λ1 = 0,其余的特征值
均为有正实部的非零特征值.

定定定理理理 2 对于全局闭环系统(40),在分布式一致
性控制律u作用下,系统的全局二次性能指标式(41)
是最优的.

J=
w +∞

0

r∑
l=1

hl(θ1(x))[x
TQlx+ uTRlu]dt, (41)

其中: Ql = QT
l > 0, Rl = RT

l > 0.

此外,由于全局逆最优分布式一致性控制律式(38)
稳定在零空间Im ⊗ Lσ(t),系统的通信拓扑为强连通
拓扑,因此在最优控制律作用下,智能体系统能够实
现一致性.

证 对于Laplace矩阵Lσ(t),存在一个非奇异矩
阵T5满足T5L

σ(t)T−1
5 = J

σ(t)
3 . 其中J

σ(t)
3 为矩阵Lσ(t)

的特征值对角阵. 存在反馈增益矩阵Kl使得Lσ(t)⊗
(BlKl)为正定阵. 由于KlBl为正定的,根据命题1可
知,存在正定对称阵Rl和Pl满足

Kl = RT
l B

T
l Pl. (42)

于是cLσ(t) ⊗Kl可写为

cLσ(t) ⊗Kl = cLσ(t) ⊗ (RT
l B

T
l Pl) =

(In ⊗R−1
l )(In ⊗Bl)

T
(cLσ(t) ⊗ Pl) =

(R1 ⊗Rl)
−1
(In ⊗Bl)

T
[c(R1L

σ(t))⊗ Pl]. (43)

由式(40)得, rank(cLσ(t)⊗Kl)=rank(cLσ(t)⊗Pl)

= (N−1)m. 其中R1 = TT
5 T5.

下面证明cLσ(t) ⊗Kl能够渐近稳定到Lσ(t) ⊗In

的零空间.

令c>cmin=1/λ̄ ,分布式最优控制增益Kl,其中
λ̄为Lσ(t)的最小正特征值,选择S和γ使得Āl −BlKl

为Hurwitz. 根据定理1的证明可知,当∀c>cmin, Āl−
cλiBlKl为Hurwitz, (Āl − cλiBlKl)

T
Pl + Pl(Āl −

cλiBlKl) < 0.

令P̄l= c(R1L
σ(t)) ⊗ Pl= c(TT

5 J
σ(t)
3 T5) ⊗ Pl,则

ker(P̄l)=ker(Lσ(t) ⊗ Im). 构造V (x)=
r∑

l=1

hl(θ1(x))

xTP̄lx,则

V (x) =
r∑

l=1

hl(θ1(x))cx
T(TT

5 J
σ(t)
3 T )⊗ Plx. (44)

V̇ (x) =
r∑

l=1

hl(θ1(x))x
TP̄l[In ⊗ Āl − cLσ(t) ⊗ (BlKl)]x+

r∑
l=1

hl(θ1(x))x
T[In ⊗ Āl − cLσ(t) ⊗ (BlKl)]

T
P̄lx =

r∑
l=1

hl(θ1(x))x
T(T5 ⊗ In)

T
[(J

σ(t)
3 ⊗ (ĀlPl)−

c(J
σ(t)
3 )

2
⊗ (BlKlPl)) + (J

σ(t)
3 ⊗ (ĀlPl)−

c(J
σ(t)
3 )

2
⊗ (BlKlPl))

T
](T5 ⊗ In)x. (45)

对角阵J3是由一个零特征值和n− 1个正特征值

构成的对角阵,即J3 = diag{0, λ2, · · · , λn}. 由此
可推导得出

V̇ (x)=
r∑

l=1

hl(θ1(x))x
T(T5 ⊗ In)

T
Ψl(T5 ⊗ In)x, (46)

Ψl = diag{0, Z2l, · · · , Z(n−1)l, Znl}. (47)
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其中: Zil=λi[(Āl−cλiBlKl)
T
Pl+Pl(Āl−cλiBlKl)]

< 0, i = 2, 3, · · · , N . 由上述证明可知, V̇ (x) 6 0.
接下来给出关于span{1n ⊗ ξ} = {x ∈ RnN |V̇ (x) =

0},其中ξ ∈ Rn.

因为ker(P̄l)=ker(Lσ(t) ⊗ In),若x=1N ⊗ ξ,则
V̇ (x)=0,从而可得span{1n⊗ ξ} ⊆ {x ∈ RnN |V̇ (x)

=0}. 由上述证明可得span{1n⊗ξ}={x∈RnN |V̇ (x)

=0}.

根据引理1可知, cLσ(t)⊗Kl为渐近稳定到零空间

Lσ(t)⊗In. 因此,命题1中的条件均满足,无领导者分
布式反馈控制律为最优的且渐近稳定,非线性多智能
体系统中的每个智能体能够最终达到一致. 证毕.

从实际角度来看,多智能体系统的一致性能够达
到预期的期望值是非常有意义的. 系统中的每个智能
体的瞬态状态取决于系统闭环极点的位置.为了更好
地使多智能体系统的一致性能够达到期望值,本文采
用逆最优分布式反馈控制方法解决系统的一致性能

够达到预期值.针对有无领导者非线性多智能体系统,
给出逆最优分布式控制律设计步骤.

1) 无领导者系统.

步步步骤骤骤1: 根据IT2 T-S模糊将非线性多智能体系统
转化为多个局部线性子系统.

步步步骤骤骤2: 根据智能体间的通信拓扑Lσ(t),求出对应
的最小特征值λ̄并令c = 1/λ̄.

步步步骤骤骤3: 设计矩阵S使得A11 −A12S的m− n个特

征值{ω1, ω2, · · · , ωm−n}全部位于指定位置.

步步步骤骤骤4: 根据式(34)求解反馈增益矩阵Kl并令γ

→ +∞.

步步步骤骤骤5: 根据求得的反馈增益矩阵Kl确定系统的

逆最优分布式控制律.

2) 有领导者系统.

步步步骤骤骤1: 根据IT2 T-S模糊将非线性多智能体系统
转化为多个局部线性子系统.

步步步骤骤骤2: 根据智能体间的通信拓扑(L+H)
σ(t),求

出对应的最小特征值λ̄并令c = 1/λ̄.

步步步骤骤骤3: 设计矩阵S使得A11−A12S的m−n个特

征值{ω1, ω2, · · · , ωm−n}全部位于指定位置.

步步步骤骤骤4: 根据式(34)求解反馈增益矩阵Kl并令γ

→ +∞.

步步步骤骤骤5: 根据求得的反馈增益矩阵Kl设计系统的

全局逆最优分布式一致性控制律.

5 仿仿仿真真真算算算例例例

下面分别对有向拓扑切换下的有无领导者非线性

多智能体系统的全局最优控制给出算例仿真,验证逆
最优分布式反馈控制律的有效性和正确性.

5.1 无无无领领领导导导者者者系系系统统统

非线性系统由6个非线性智能体组成,智能体间的
有向切换拓扑如图1所示, 1 s为一个拓扑切换周期.

图 1 系统的有向切换拓扑

Fig. 1 The system’s directional switching topologies

非线性系统动态方程如式(48)所示.
ẋ01 = −x01 + 2x02 + 5x03,

ẋ02 = x01 − x02 + 2x03,

ẋ03 = −5x01 − x03 + ui + sinx02.

(48)

利用IT2 T-S模糊规则将非线性系统化为不同模糊
规则下的线性子系统.线性子系统可写为

规则li1 若xi2在0的微小邻域内,则
ẋi1

ẋi2

ẋi3

=

−1 2 5

1 −1 2

−5 0 −1



xi1

xi2

xi3

+

0

0

1

ui+


0

0

1

xi2. (49)

规则li2 若xi2在±π/2的微小邻域内,则
ẋi1

ẋi2

ẋi3

=

−1 2 5

1 −1 2

−5 0 −1



xi1

xi2

xi3

+

0

0

1

ui+


0

0

0.64

xi2. (50)

模糊规则所对应的隶属度函数如式(51)所示.

h1,i1(xi2)=
e−7(xi2−π/4)

1+e−7(xi2−π/4) ·
1

1+e−7(xi2+π/4) ,

xi2∈(−δ, δ),

h1,i2(xi2)=1− h1,i2(xi2),

xi2∈(±π

2
−δ,±π

2
+δ).

(51)

系统的有向切换拓扑如图1所示,其对应的 La-
place矩阵L的最小正特征值 λ̄ = 0.8340,可得出c =

1.1991.

1) 基于LQR分布式反馈控制律.

选择权重矩阵Q = I3和R = 1,根据式(10)求解
最优反馈增益Kl. 在控制律式(12)作用下,非线性多
智能体系统的一致性如图2所示,系统误差如图3所示,
所有的智能体在4.3 s达到一致.



1992 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

2) 逆最优分布式反馈控制律.

设系统中A11 −A12S对应的特征值为−3± j0.5,
γ = 20. 在逆最优控制律作用下,智能体的状态如图4
所示,智能体间的误差如图5所示,所有的智能体大约
在2 s达到一致,误差衰减为零.

图 2 基于LQR分布式反馈控制律下智能体状态

Fig. 2 Agent state under LQR distributed feedback control law

图 3 基于LQR分布式反馈控制律智能体误差

Fig. 3 Agent error under LQR distributed feedback control
law

通过图3和图5对比,基于逆最优方法设计的分布
式一致性最优反馈控制律作用于多智能体系统时,非
线性智能体达到一致所需时间明显缩短,对系统有很
好的控制效果.

图 4 逆最优分布式反馈控制律智能体状态

Fig. 4 Agent state under Inverse optimal distributed feed-
back control law

图 5 逆最优分布式反馈控制律系统误差

Fig. 5 Agent state under Inverse optimal distributed feed-
back control law

5.2 有有有领领领导导导者者者系系系统统统

系统由6个非线性智能体和1个非线性领导者构
成,通信拓扑如图6所示,拓扑切换周期为1 s.

图 6 系统的有向切换拓扑

Fig. 6 The system’s directional switching topologies

非线性领导跟随者多智能体系统的动态方程如

式(48)所示.

非线性领导者系统方程如式(52)所示
v̇01 = −v01 + 2v02 + 5v03,

v̇02 = v01 − v02 + 2v03,

v̇03 = −5v01 − v03 + sin v02.

(52)

通信拓扑网络图2对应的矩阵(L+H)
σ(t)
最小正

特征值λ̄ = 0.4544,则c = 2.2007. 领导跟随者系统
在不同控制律下的领导跟随一致性.

1) 基于LQR分布式反馈控制律.

选择权重矩阵Q = I3和R = 1,根据式(10)求解
最优反馈增益矩阵Kl. 在控制律式(12)作用下,非线
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性智能体的状态如图7所示,系统误差如图8所示,所
有智能体大约在5 s时跟踪到领导者,误差衰减为零.

图 7 基于LQR分布式反馈控制律智能体状态

Fig. 7 Agent state under LQR distributed feedback control law

图 8 基于LQR分布式反馈控制律下智能体误差

Fig. 8 Agent error under LQR distributed feedback control
law

2) 逆最优分布式反馈控制律.

假设A11 −A12S对应的特征值为−2± j1.2, γ =

100,在逆最优分布式反馈控制律作用下,智能体的状
态如图9所示,系统误差如图10所示,所有智能体在4 s
达到一致,系统误差衰减为零,系统的一致性满足期
望值.

图 9 逆最优分布式反馈控制律智能体状态

Fig. 9 Agent state under inverse optimal distributed feed-
back control law

对比图8和图10,有领导者非线性多智能体系统通
过逆最优法设计的控制律对非线性多智能体系统有

更好的控制效果,智能体跟随到领导者所需时间比一
般控制律更短.

图 10 逆最优分布式反馈控制律智能体误差

Fig. 10 Agent error under inverse optimal distributed feed-
back control law

6 结结结论论论

本文研究了拓扑切换下连续非线性多智能体系统

全局逆最优控制问题,提出了用于一般连续非线性系
统的方法,通过IT2 T-S模糊模型将非线性系统方程转
化为线性系统方程;基于逆最优方法设计了拓扑切换
下的一致性最优协同控制律,与基于LQR的方法相比,
基于逆最优方法的最大优势在于: 1)对非线性多智能
体系统有更好地控制效果,控制效果能够满足要求; 2)
智能体趋于一致或跟随到领导者所需时间更短,多智
能体系统能够快速的达到期望值.
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