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摘要:本文研究了一类具有不确定非线性动力学和未知外部扰动的二阶非线性系统的全局有限时间输出镇定问
题.首先,提出了一种全局状态反馈有限时间控制器,实现了二阶非线性系统的有限时间镇定.为了解决只有系统输
出可用这种更有挑战性的情况,采用了一种新颖的设计思想,即非分离原理.构造了一个有限时间收敛的状态观测
器来估计未知状态.在此观测器的基础上,提出了一种基于输出的有限时间复合控制器.基于李雅普诺夫方法,证明
了整个闭环系统的全局有限时间稳定性.仿真结果表明了理论的有效性.
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1 引引引言言言

众所周知,对于控制系统,收敛性能和抗干扰性能
是重要的性能指标,这也是工程师在设计控制器时所
关注的重点.注意到大多数控制器设计满足局部利普
希茨条件,这意味着闭环系统是渐近稳定的,收敛速
度只能做到指数收敛.为了提高收敛速度,文献[1–5]

等相继提出并发展了有限时间控制算法,系统状态将
在有限时间内收敛到平衡点.目前主要的有限时间控
制算法有齐次性法[3]、加幂积分法[4]和终端滑模算

法[5]等.其中,齐次性法控制器结构简单且易于设
计[6–7],但是在高阶系统中是一种存在性设计而不是
构造性设计,抗干扰能力难以定量分析[3].而加幂积
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分法一方面能够结合反步设计思想,另一方面可以通
过显式构造李雅普诺夫函数,定量分析抗干扰性能,
因此得到了广泛应用[4, 8–11].终端滑模方法结合了传
统滑模控制算法和有限时间算法,设计了非线性滑模
面,从而使得状态在到达滑模面后,能够沿着滑模面
有限时间内收敛到平衡点[5, 12].特别地,如果将有限
时间控制算法定义为能够使系统稳定且系统状态有

限时间收敛的算法,滑模算法[13–14]也可以看成是一类

有限时间控制算法.
文献[4]提出并利用加幂积分技术构造了非光滑

连续状态反馈控制器,对一类广泛的本质非线性系统
实现了全局渐近镇定.随后,结合加幂积分技术,文献
[15]考虑了一类带不确定动力学的非线性系统的有限
时间镇定问题.文献[16]基于逻辑切换,实现了一类不
确定非线性系统的自适应有限时间镇定.此外,文献
[17]针对一类带匹配不确定非线性动力学的系统,提
出了一种时变反馈调节方法,可以在预定的时间内对
系统状态进行调节.值得注意的是,上述的控制器设
计方法都是基于全状态反馈的,这意味着系统的所有
状态都必须是已知的.而在实际中,有一些场合,如电
机系统,由于技术限制或成本考虑,采用无速度传感
器实现其控制[18–19].因此,基于输出反馈的有限时间
控制算法值得深入研究.在文献[20]中,首次实现了双
积分系统的有限时间输出反馈镇定问题.随后,在文
献[21–22]中,利用递归设计方法和齐次控制方法,研
究了一类高阶不确定非线性系统的全局有限时间输

出反馈镇定问题.
文献[20–22]等尽管已经考虑了系统的不确定动

力学,但是没有考虑外部干扰的影响.在实际工程中,
外部干扰是不可避免的.考虑到系统的输出反馈需要
对系统状态进行观测,而外部干扰将影响观测器的收
敛性.对于有界干扰,超螺旋算法具有良好的收敛性
能和抗干扰性能,因此得到了广泛的研究和应
用[23–26].然而,由于不确定动力学的存在,无法“独
立”证明观测器的收敛性.此时,“分离原理”不适用.
因此本文采用了“非分离原理”,主要思路如下.首先,
设计了一种状态反馈控制器,实现了系统的有限时间
镇定.然后,考虑到只有系统输出可知的情况,设计了
一种基于状态观测器的复合有限时间控制器,实现了
系统的有限时间输出镇定.此外,本文的有限时间观
测器与控制器采用了状态的非连续函数,这导致在通
常意义下无法解释系统解,而是Filippov意义下的
解[27].
本文的结构如下:第2节介绍了被控系统的模型,

以及预备知识,包括一些有用的假设、定义和引理;
第3节是全文的主要内容,分为3个步骤并在开始时作
了详细介绍;第4节给出了一个仿真实例;最后,第5节
对本文进行总结.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑一类具有不确定动力学和未知外部扰动的二

阶非线性系统
ẋ1 = x2 + f1(t, x, u),

ẋ2 = u+ f2(t, x, u, d),

y = x1,

(1)

其中x = [x1 x2] ∈ R2是系统状态向量, y ∈ R是系
统输出, u ∈ R为控制输入, f1(·)是系统非匹配未知非
线性动力学, f2(t, x, d) = f̄2(t, x) + d(t), f̄2(t, x)和
d(t)分别是控制输入通道中的不确定动力学和未知外

部干扰.
本文的最终目的是为非线性系统(1)设计一个基于

输出反馈的控制器,实现闭环系统的有限时间镇定.
控制器设计和稳定性分析面临以下难点: i)系统存在
不确定的非线性动力学和未知的外部扰动; ii)对于系
统的状态,只有x1作为系统的输出是可测量的.一些
假设如下.

假假假设设设 1 对于系统(1),有两个已知的非负常数
a1, a2使得

|f1(t, x, u)| 6 a1|x1|1/2, |f2(t, x, u, d)| 6 a2. (2)

注注注 1 参考文献[21–22, 28–30]等均有类似的假设.文
献[21–22]不考虑外部有界干扰,而本文假设匹配不确定动力
学f̄2(t, x)和未知外部干扰d(t)都是全局有界的.文献[28–29]
的非线性动力学形式是已知的,但是假设条件更加宽松.而对
于非匹配干扰f1,其约束条件直接参考了文献[30]的假设条
件.实际上,本文也可以看成是对文献[30]的部分结论进行了
基于输出反馈的扩展.此外,文献[30]中对于Buck型电路的
应用,也体现了上述假设的合理性.

2.2 预预预备备备知知知识识识

定定定义义义 1 (Sig函数)

⌊x⌉a = siga(x) = sgn(x)|x|a, (3)

其中sgn(·)是符号函数, a ∈ R满足a > 0, x ∈ R.特
别地,定义⌊x⌉0 = sgn(x).

引引引理理理 1 [2] 考虑如下系统:

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn, (4)

其中f(·) : Rn → Rn是一个连续函数.假设存在一个
正定连续函数V (x) : U → R,有实数c > 0和α ∈ (0,

1),并且存在一个包含原点开区域U0 ⊂ U使得V̇ (x)

+ c(V (x))α 6 0, x ∈ U0\{0}.那么V (x)将在有限时

间内到达0.此外,有限收敛时间T满足

T 6 V (x(0))1−α

c(1− α)
.

引引引理理理 2 [5] 如果m > 1,那么
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d|x|m

dx
= m⌊x⌉m−1,

d⌊x⌉m

dx
= m|x|m−1.

引引引理理理 3 [4] 如果0 < p 6 1,那么

|⌊x⌉p − ⌊y⌉p| 6 21−p|x− y|p.

引引引理理理 4 [4] 如果p > 1,那么

i) |⌊x⌉p − ⌊y⌉p| > 21−p|x− y|p;
ii) |⌊x⌉p − ⌊y⌉p| 6 p|x − y|(|x|p−1 + |y|p−1) 6

l|x− y|p + l|x− y||y|p−1, l = p(2p−2 + 2).

引引引理理理 5 [4] 如果 c, d > 0, γ > 0, x, y ∈ R,下列
不等式成立:

|x|c|y|d 6 c

c+ d
γ|x|c+d +

d

c+ d
γ−c/d|y|c+d.

引引引理理理 6 [31] 对任意xi ∈ R, i = 1, · · · , n和实数
p ∈ (0, 1],

(|x1|+ · · ·+ |xn|)p 6 |x1|p + · · ·+ |xn|p.

引引引理理理 7 [31] 对任意xi ∈ R, i = 1, · · · , n和实数
p > 1,

(|x1|+ · · ·+ |xn|)p 6 np−1(|x1|p + · · ·+ |xn|p).

3 主主主要要要结结结果果果

为了便于后续证明,作以下坐标变换:

z1 = x1, z2 =
x2

L
, v =

u

L2
, g1 = f1, g2 =

f2
L
,

(5)

其中L > 1是待定常数.根据式(5),系统(1)转化为
ż1 = Lz2 + g1(t, z, u),

ż2 = Lv + g2(t, z, u, d),

y = z1,

(6)

其中z = [z1 z2] ∈ R2是系统状态.先前的假设1转化
为

|g1(t, z, u)| 6 a1|z1|1/2, |g2(t, z, u)| 6
a2

L
. (7)

通过坐标变换,将本文的控制目标转化为系统(6)
的有限时间输出镇定.
本节分为3个步骤.
步步步骤骤骤1 对于系统(6),设计了状态反馈控制器来

实现全局有限时间镇定.
步步步骤骤骤2 考虑到z2不能直接测量,设计了一个观测

器来估计z2.这种观测器的形式是基于超螺旋观测器.
但是,由于非匹配不确定动力学g1的存在,不能单独
证明观测器的有限时间收敛性.
步步步骤骤骤3 步骤1和步骤2表明系统不能使用“分离

原理”进行输出反馈控制.因此,本文同时进行控制器
和观测器的稳定性分析.通过设计总李雅普诺夫函数,
证明了总闭环系统的有限时间稳定性,同时实现了
z2的有限时间估计和系统的全局有限时间输出镇定.

3.1 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

定定定理理理 1 对于系统(6),在假设1条件下,如果状态
反馈控制器设计为

v = vstate := −β1 sgn(⌊z2⌉2 + β2
2z1), (8)

则存在合适的增益β1, β2 > 0使闭环系统在有限时间

内稳定.

证 构造李雅普诺夫函数为

V = V1 + V2, (9)

其中:

V1 =
2

3
|z1|

3
2 ,

V2 =
1

β3
2

w z2

z∗
2

(⌊s⌉2 − ⌊z∗2⌉2)ds,

z∗2 = −β2⌊z1⌉1/2. (10)

V1沿系统(6)的导数为

V̇1 = ⌊z1⌉
1
2 (Lz2 + g1) =

L⌊z1⌉
1
2 (z2 − z∗2 + z∗2) + ⌊z1⌉

1
2 g1 6

− Lβ2|z1|+ L⌊z1⌉
1
2 (z2 − z∗2) + a1|z1| =

− (Lβ2 − a1)|z1|+ L⌊z1⌉
1
2 (z2 + β2⌊z1⌉1/2). (11)

定义ξ = ⌊z2⌉2 − ⌊z∗2⌉2 = ⌊z2⌉2 + β2
2z1.然后,通

过引理5, V2沿系统(6)的导数为

V̇2 =
1

β3
2

((⌊z2⌉2 − ⌊z∗2⌉2)ż2 + β2
2 ż1(z2 − z∗2)) 6

− β1L

β3
2

|ξ|+ a2

β3
2L

|ξ|+ 1

β2

(Lz2 + g1)(z2 − z∗2) 6

− (
β1L

β3
2

− a2

β3
2L

)|ξ|+ L

β2

(z2 − z∗2 + z∗2)(z2−

z∗2) +
a1

β2

|z1|
1
2 |z2 − z∗2 | =

− (
β1L

β3
2

− a2

β3
2L

)|ξ| − L⌊z1⌉
1
2 (z2 + β2⌊z1⌉1/2)+

L

β2

(z2 − z∗2)
2 +

a1

β2

|z1|
1
2 |z2 − z∗2 |. (12)

接下来,将估计式 (12)的最后两项.首先,由引理3
得出

|z2 − z∗2 | 6 2
1
2 |ξ| 12 . (13)

根据这个不等式和引理5,可以得到
a1

β2

|z1|
1
2 |z2 − z∗2 | 6

a1

β2

|z1|
1
2 2

1
2 |ξ| 12 6

a1

β2

√
2
(|ξ|+ |z1|). (14)

将不等式(13)–(14)代入式(12)得到

V̇2 6− (
β1 − 2β2

2

β3
2

L− a2

β3
2L

− a1

β2

√
2
)|ξ|+

a1

β2

√
2
|z1| − L⌊z1⌉

1
2 (z2 + β2⌊z1⌉1/2). (15)
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结合式(11)和式(15),有

V̇ 6− (
β1 − 2β2

2

β3
2

L− a2

β3
2L

− a1

β2

√
2
)|ξ|−

(Lβ2 − a1 −
a1

β2

√
2
)|z1|. (16)

考虑到L > 1,很容易找到适当的增益β1和β2使

得 
β1 − 2β2

2

β3
2

L− a2

β3
2L

− a1

β2

√
2
> Lc1,

Lβ2 − a1 −
a1

β2

√
2
> Lc1,

(17)

其中c1是一个正的常数.因此,进一步有

V̇ 6 −Lc1(|ξ|+ |z1|). (18)

另一方面,结合不等式(13),可得

V =
2

3
|z1|

3
2 +

1

β3
2

w z2

z∗
2

(⌊s⌉2 − ⌊z∗2⌉2)ds 6

2

3
|z1|

3
2 +

1

β3
2

|z2 − z∗2 ||⌊z2⌉2 − ⌊z∗2⌉2| 6

2

3
|z1|

3
2 +

2
1
2

β3
2

|ξ| 32 6 γ1(|z1|
3
2 + |ξ| 32 ), (19)

其中γ1 = max{2
3
,
2

1
2

β3
2

}.进一步从引理6可得

(
V

γ1
)

2
3 6(|z1|

3
2 + |ξ| 32 ) 2

3 6 |z1|+ |ξ|. (20)

将不等式(20)代入式(18)得到

V̇ 6 −Lc1γ
− 2

3
1 V

2
3 , (21)

这意味着系统的状态会在有限时间内收敛到原点.

3.2 状状状态态态观观观测测测器器器设设设计计计

对于系统(6),状态观测器的设计如下:

˙̂z1 = Lẑ2 − Lk1⌊ẑ1 − z1⌉
1
2 ,

˙̂z2 = Lv − Lk2⌊ẑ1 − z1⌉0. (22)

定义e1 = ẑ1 − z1, e2 = (ẑ2 − z2)/k1,则观测误差
方程如下:

ė1 = Lk1(e2 − ⌊e1⌉
1
2 )− g1,

ė2 = −Lk⌊e1⌉0 −
g2
k1

, (23)

其中k = k2/k1.

定定定理理理 2 对于系统(6),在假设1条件下,如果状态
观测器设计为式(22),

·在李雅普诺夫函数(24)下, W沿系统(23)的导
数满足式(42).

·如果a1 = 0,则存在合适的增益k1, k2 > 0实现

状态的有限时间观测.

证 构造李雅普诺夫函数

W = γ2W1 +W2, (24)

其中:

γ2 = 2
√
3 + 4,

W1 =
1

3
|e2|3,

W2 =
2

3
|⌊e2⌉2 − e1|

3
2 . (25)

W1沿系统(23)的导数为

Ẇ1 = ⌊e2⌉2(−Lk⌊e1⌉0 −
g2
Lk1

) 6

− Lk⌊e2⌉2(⌊e1⌉0 − ⌊e2⌉0 + ⌊e2⌉0) +
a2

Lk1
|e2|2 =

− (Lk − a2

Lk1
)|e2|2 − Lk⌊e2⌉2(⌊e1⌉0 − ⌊e2⌉0).

(26)

接下来,本文在两种情况下估计不等式(26)的最

后一项.

情情情况况况 1 如果e1e2 > 0,则(⌊e1⌉0 − ⌊e2⌉0) = 0.

情情情况况况 2 如果e1e260,则|⌊e1⌉0−⌊e2⌉0|62, |e2|
6 |e2 − ⌊e1⌉

1
2 |.

在这两种情况下,下列不等式均成立:

−Lk⌊e2⌉2(⌊e1⌉0 − ⌊e2⌉0) 6 2Lk|e2 − ⌊e1⌉
1
2 |2.

(27)

将这个不等式代入式(26)得到

Ẇ1 6 −(Lk − a2

k1
)|e2|2 + 2Lk|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |2. (28)

W2沿系统(23)的导数为

Ẇ2 = ⌊⌊e2⌉2 − e1⌉
1
2 (2|e2|ė2 − ė1) 6

− Lk1⌊⌊e2⌉2 − e1⌉
1
2 (e2 − ⌊e1⌉

1
2 )+

|⌊e2⌉2 − e1|
1
2a1|z1|

1
2+

|⌊e2⌉2 − e1|
1
2 2|e2|(Lk +

a2

Lk1
). (29)

接下来,将估计不等式(29)的每一项.首先,通过

引理4,得到

|⌊e2⌉2 − e1| >
1

2
|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |2. (30)

在这个不等式的基础上,给出了不等式(29)的

第1项

− Lk1⌊⌊e2⌉2 − e1⌉
1
2 (e2 − ⌊e1⌉

1
2 ) =

− Lk1|⌊e2⌉2 − e1|
1
2 |e2 − ⌊e1⌉

1
2 | 6

− Lk1√
2
|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |2. (31)

由引理4和引理5得出

|⌊e2⌉2 − e1|
1
2 6

(6|e2 − ⌊e1⌉
1
2 |2 + 6|e2 − ⌊e1⌉

1
2 ||e2|)

1
2 6

(9|e2 − ⌊e1⌉
1
2 |2 + 3|e2|2)

1
2 6
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3|e2 − ⌊e1⌉
1
2 |+

√
3|e2|. (32)

在这个不等式和引理(5)的基础上,给出了不等式

(29)的最后两项

|⌊e2⌉2 − e1|
1
2a1|z1|

1
2 6

3a1|e2 − ⌊e1⌉
1
2 ||z1|

1
2 +

√
3a1|e2||z1|

1
2 6

3a1

2
|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |2 +

√
3a1

2
|e2|2 +

(3 +
√
3)a1

2
|z1|

(33)

和

|⌊e2⌉2 − e1|
1
2 2|e2|(Lk +

a2

Lk1
) 6

(Lk +
a2

Lk1
)(6|e2 − ⌊e1⌉

1
2 ||e2|+ 2

√
3|e2|2) 6

(Lk +
a2

Lk1
)(3|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |2 + (2

√
3 + 3)|e2|2).

(34)

将不等式(31)(33)–(34)带入式(29)得到

Ẇ2 6− (
L(k1 − 3

√
2k)√

2
− 3a2

Lk1
− 3a1

2
)|e2−

⌊e1⌉
1
2 |2 + (

√
3a1

2
+ (2

√
3 + 3)(Lk+

a2

Lk1
))|e2|2 +

(3 +
√
3)a1

2
|z1|. (35)

结合式(24)(28)(35),有

Ẇ = γ2Ẇ1 + Ẇ2 6

− (Lk − γ2
a2

k1
−

√
3a1

2
− a2(2

√
3 + 3)

Lk1
)|e2|2−

(
k1 − (3 + 2γ2)

√
2k√

2
L− 3a2

Lk1
− 3a1

2
)|e2−

⌊e1⌉
1
2 |2 + (3 +

√
3)a1

2
|z1|. (36)

考虑到L > 1,易找到合适的增益k1和k使得
k1 − (3 + 2γ2)

√
2k√

2
L− 3a2

Lk1
> Lc2,

Lk − γ2
a2

k1
− a2(2

√
3 + 3)

Lk1
> Lc2,

(37)

其中c2是一个正的常数.因此,不等式(36)转化为

Ẇ 6− Lc2(|e2 − ⌊e1⌉
1
2 |2 + |e2|2)+

(3 +
√
3)a1

2
|z1|. (38)

另一方面,通过引理7,有

|⌊e2⌉2 − e1|
3
2 6

√
2|e2|3 +

√
2|e1|

3
2 =

√
2|e2|3 +

√
2|e2 − ⌊e1⌉

1
2 − e2|3 6

√
2|e2|3 + 4

√
2(|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |3 + |e2|3) =

5
√
2|e2|3 + 4

√
2|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |3. (39)

将这个不等式代入式(24)得到

W =
γ2
3
|e2|3 +

2

3
|⌊e2⌉2 − e1|

3
2 6

γ2 + 10
√
2

3
|e2|3 +

8
√
2

3
|e2 − ⌊e1⌉

1
2 |3 6

γ3(|e2|3 + |e2 − ⌊e1⌉
1
2 |3), (40)

其中γ3=(γ2+10
√
2)/3.而且,进一步结合引理6,有

(
W

γ3
)

2
3 6 (|e2|3 + |e2 − ⌊e1⌉

1
2 |3) 2

3 6

|e2 − ⌊e1⌉
1
2 |2 + |e2|2. (41)

将这个不等式代入式(38)得到

Ẇ 6− Lc2γ
− 2

3
3 W

2
3 +

(3 +
√
3)a1

2
|z1| =

− Lĉ2W
2
3 +

(3 +
√
3)a1

2
|z1|. (42)

根据这个不等式,如果a1 = 0,则估计误差将在有
限时间内收敛到原点.

注注注 2 如果L = 1和a1 = 0,那么误差方程式(23)将转
变为

ė1 = k1(e2 − ⌊e1⌉
1
2 ),

ė2 = −k⌊e1⌉0 − g2
k1

. (43)

这实际上是超螺旋算法(super twisting algorithm, STA).
因此,与已有超螺旋算法的李雅普诺夫函数法证明[32–34]不

同,本文设计了一个新的李雅普诺夫函数,提供了一种新
的、简洁的STA算法的证明方法.

注注注 3 根据定理1和定理2,如果a1 = 0,可以使用“分
离原理”实现系统(6)的有限时间输出镇定.具体地,首先通过
定理2,在有限时间T1后得到z2的估计.之后,输出反馈控制
实际上变成了状态反馈控制,由定理1可知,在T1 + T2之后,
系统将收敛到0.但本文主要考虑a1 > 0的情况.在这种情况
下,“分离原理”并不适用.因此,接下来本文将利用“非分离
原理”来解决有限时间输出镇定问题.

3.3 基基基于于于输输输出出出反反反馈馈馈的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制器器器设设设计计计

当不能直接获得状态z2时,上述状态反馈控制不
再适用.此时,使用如下输出反馈控制器:

v = vout = −β1 sgn(⌊ẑ2⌉2 + β2
2z1). (44)

定定定理理理 3 对于系统(6),在假设1条件下,若将输出
反馈控制器设计为式(44)且状态观测器设计为式(22),
则存在适当的正增益β1, β2, k1, k2和L使得整个闭环

系统有限时间输出镇定.

证 将输出反馈控制器(44)代入系统(6),有ż1 = Lz2 + g1,

ż2 = Lvout + g2 = Lvstate + g2 + L∆v,
(45)

其中: ∆v = vout − vstate = −β1⌊ξ̂⌉0 + β1⌊ξ⌉0, ξ̂ =
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⌊ẑ2⌉2 + β2
2z1, ξ = ⌊z2⌉2 + β2

2z1.

仍使用李雅普诺夫(9).结合式(16),有

V̇ 6− (
β1 − 2β2

2

β3
2

L− a2

β3
2L

− a1

β2

√
2
)|ξ|−

(Lβ2 − a1 −
a1

β2

√
2
)|z1|+

β1L

β3
2

|ξ||⌊ξ⌉0 − ⌊ξ̂⌉0|.

(46)

接下来,本文将在两种情况下估计不等式(46)的

最后一项.

情情情况况况 1 如果ξξ̂ > 0,则⌊ξ⌉0 − ⌊ξ̂⌉0 = 0.因此,

这个情况无需进一步讨论.

情情情况况况 2 如果ξξ̂ 6 0,则|⌊ξ⌉0 − ⌊ξ̂⌉0| 6 2,且|ξ|
6 |ξ − ξ̂| = |⌊z2⌉2 − ⌊ẑ2⌉2|.因此,通过引理4,引理5

和引理6,存在常数γ4使得

β1L

β3
2

|ξ||⌊ξ⌉0 − ⌊ξ̂⌉0| 6 2β1L

β3
2

|⌊z2⌉2 − ⌊ẑ2⌉2| 6

2β1L

β3
2

(6|z2 − ẑ2|2 + 6|z2 − ẑ2||z2|) =

12β1L

β3
2

(|z2 − ẑ2|2+

|z2 − ẑ2||⌊z2⌉2 + β2
2z1 − β2

2z1|
1
2 ) 6

12β1L

β3
2

(|z2 − ẑ2|2 + |z2 − ẑ2||ξ|
1
2+

|z2 − ẑ2|β2|z1|
1
2 ) =

12β1L

β3
2

(k2
1|e2|2 + k1|e2||ξ|

1
2 + k1β2|e2||z1|

1
2 ) 6

L
β2

2
|z1|+ L

β1 − 2β2
2

2β3
2

|ξ|+ Lγ4|e2|2. (47)

将这个不等式代入式(46)得到

V̇ 6− (
β1 − 2β2

2

2β3
2

L− a2

β3
2L

− a1

β2

√
2
)|ξ|−

(
Lβ2

2
− a1 −

a1

β2

√
2
)|z1|+ Lγ4|e2|2. (48)

考虑到L > 1,易找到增益β1和β2使得

β1 − 2β2
2

2β3
2

L− a2

β3
2L

− a1

β2

√
2
> Lc̄1,

Lβ2

2
− a1 −

a1

β2

√
2
> Lc̄1, (49)

其中c̄1是一个正的常数.因此,有

V̇ 6− Lc̄1(|ξ|+ |z1|) + Lγ4|e2|2. (50)

然后,将不等式(20)代入式(50),有

V̇ 6− Lc̄1γ
− 2

3
1 V

2
3 + Lγ4|e2|2 =

− Lĉ1V
2
3 + Lγ4|e2|2. (51)

此外,由式(24)可知

|e2| 6 (
3

γ2
)

1
3W

1
3 . (52)

因此,

V̇ 6− Lĉ1V
2
3 + Lγ4(

3

γ2
)

2
3W

2
3 =

− Lĉ1V
2
3 + Lc3W

2
3 . (53)

另一方面,注意到

|z1| = (
3V1

2
)

2
3 6 (

3

2
)

2
3V

2
3 . (54)

将这个不等式带入式(42),则

Ẇ 6− Lĉ2W
2
3 +

(3 +
√
3)a1

2
(
3

2
)

2
3V

2
3 =

− Lĉ2W
2
3 + c4V

2
3 . (55)

构造总李雅普诺夫函数如下:

U(z, e) = V (z) + γW (e), (56)

其中γ = (c3 + 1)/ĉ2.
结合式(53)(55),并选择合适的增益L,则

U̇(z, e) = V̇ (z) + γẆ (e) 6
− (Lĉ1 − γc4)V

2
3 − LW

2
3 6

− ρ̂(V
2
3 + (γW )

2
3 ) 6

− ρ̂U
2
3 , (57)

其中ρ̂是一个正的常数.
基于式(57), U(z, e)会在有限时间内收敛到0.因

此, V (z)和W (e)都将在有限时间内收敛到0,这意味
着本文同时实现了系统状态的有限时间估计和系统

的有限时间输出反馈镇定.
回到最初的问题,即系统(1)的有限时间输出反馈

镇定.根据定理3和坐标变换(5),可以得到以下结论.

定定定理理理 4 对于系统(1),在假设1条件下,若将输出
反馈控制器设计为

u = −L2β1 sgn(⌊
x̂2

L
⌉2 + β2

2x1), (58)

状态观测器设计为

˙̂x1 = x̂2 − Lk1⌊x̂1 − x1⌉
1
2 ,

˙̂x2 = u− L2k2⌊x̂1 − x1⌉0. (59)

则存在合适的增益β1, β2, k1, k2和L使得整个闭

环系统有限时间稳定. 证毕.

4 仿仿仿真真真

在仿真中,假设系统(1)的不确定动力学和未知外
部扰动满足

f1 = (1 + 0.5 sin t) sin(x1 + 0.2π)⌊x1⌉
1
2 ,

f2 = 2 sin t+ sin(x1 + 0.2π).
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则|f1| 6 1.5|x1|1/2和|f2| 6 3,满足假设1.控制增
益分别取β1 = 15, β2 = 3, k1 = 20, k2 = 15和L = 2.
为了更好地表现系统能够全局有限时间输出镇定,选
择较大的输出初值,即y(0) = x1(0) = 100.其它初值
选取为x2(0) = 0, x̂1(0) = 0, x̂2(0) = 0.仿真结果见
图1–3,其中图1是系统状态x1和x2,图2是系统状态
x1及其估计x̂1,图3是系统状态x2及其估计x̂2.从图1
可知,系统状态在有限时间内收敛到原点;由图2和
图3可知,在系统状态镇定的同时,实现了状态的有限
时间观测.
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图 1 系统状态x1和x2

Fig. 1 System’s states x1 and x2
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图 2 系统状态x1及其估计x̂1

Fig. 2 System’s state x1 and its estimate x̂1
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图 3 系统状态x2及其估计x̂2

Fig. 3 System’s state x2 and its estimate x̂2

5 总总总结结结

本文研究了一类具有不确定动力学和未知外部扰

动的二阶非线性系统的输出镇定问题.当系统状态可
测时,提出了一种全局状态反馈有限时间控制器.当
只有系统输出可测时,采用“非分离原理”,构造了状
态观测器和基于观测器的输出反馈控制器,通过李雅
普诺夫函数方法,证明了整个闭环系统的有限时间稳
定性.最后,一个仿真实例验证了理论的有效性.
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