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摘要:最优投资消费问题属于一类典型的随机最优控制问题.劳动力收入可通过影响期望效用从而影响投资消
费策略的制定.本文首次在股票收益率和劳动力收入均为不可观测过程情形下,研究了一类部分信息下的最优投资
消费问题.首先综合运用Kalman滤波和非线性滤波,得到了Zakai方程的显式解,将部分信息下的随机最优控制问题
转化为完备信息下的随机最优控制问题.其次通过求解HJB方程以及证明验证定理,得到了该类最优投资消费问题
的最优策略以及值函数的显式表达.最后采用真实市场数据进行仿真,对比经典完备信息模型与本文部分信息模型
所得最优策略的差异,验证了本文所得最优策略在有效利用市场信息方面的优越性.
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Abstract: Optimal portfolio and consumption selection problem is a typical stochastic optimal control problem. Labor
income can influence portfolio and consumption strategies by affecting expected utility. For the first time, this paper studies
a type of optimal portfolio and consumption selection problem under partial information, where both stock’s return rate
and labor income are unobservable processes. Firstly, by virtue of Kalman filtering and nonlinear filtering, an explicit
solution of Zakai equation is obtained, which transforms the stochastic optimal control problem under partial information
into one under complete information. Secondly, optimal strategy and value function of this kind of optimal portfolio and
consumption selection problem are explicitly obtained by solving HJB equation and proving verification theorem. Finally,
real market data is used for simulation, and differences between the optimal strategy of the classic complete information
model and the partial information case of this paper are shown, which verifies the superiority of the optimal strategy
obtained in this paper in effectively using market information.
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1 引引引言言言

随机控制理论在众多领域中都有着重要应用,其
中在金融领域的一个重要应用是求解最优投资消费

问题.文献[1]首次在连续时间金融框架下研究了无摩
擦市场假设下的最优投资消费问题,并将其归结为一
类随机最优控制问题,运用动态规划方法求出了最优
策略的显式解.之后,众多学者对文献[1]中提出的经

典模型进行了改进,以使得模型更贴近实际.事实上,
金融市场中存在着很多不可直接观测的信息,如股票
收益率以及股票价格模型中的布朗运动等,这就使得
在部分信息下考虑最优投资消费问题成为一个重要

改进方向.
文献[2]首次提出投资消费策略应是股票价格生

成的信息流适应的,并分别求解了最大化消费过程期
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望效用与最大化终端财富期望效用两个部分信息下

的最优投资消费问题.文献[3]在几何布朗运动股票模
型下研究了最大化终端财富期望效用的最优投资消

费问题,其股票模型中的布朗运动和平均收益率是不
可观测的过程,并用OU过程来刻画平均收益率.文献
[4]中股票价格采用因子模型,即股票收益率和波动率
是经济因子的函数,因子由扩散过程刻画,该问题可
转化为标准随机控制问题,作者采用上解–下解方法
证明了HJB方程解的存在唯一性.文献[5]在文献[4]
的基础上,研究了因子过程不可观测的最优投资消费
问题,结合Kalman滤波理论,分别用动态规划方法和
鞅方法得到了最优策略的显式解.文献[6]采用非线性
滤波技术和凸分析理论获得了部分信息下的最优投

资消费策略,并给出了信息价值的估算公式.文献[7]
研究了部分信息下的均值–方差投资组合问题,采用
粒子系统表示获得了滤波问题的解析解和数值解.文
献[8]考虑了通货膨胀不可观测情形下的最优投资消
费问题,通过求解Zakai方程得到了非线性滤波的显式
表达,进而得到最优策略的显式解.
上述文献均在特定情形下考虑相应类型部分信息

下的最优投资消费问题,受制于技术原因,其部分信
息来源单一,模型中只有一个不可观测的过程.与现
存文献相比,本文创新之处在于研究了股票收益率和
劳动力收入均为不可观测过程的情形,首次在多种部
分信息来源下求解最优投资消费问题.
本文首先在完备信息模型下,运用动态规划方法,

给出了带有劳动力收入的最优投资消费问题的最优

策略和值函数;其次,将完备信息模型进一步扩展为
部分信息模型,通过滤波技术将部分信息下的随机最
优控制问题转化为完备信息下的随机最优控制问题,
之后求解HJB方程以及证明验证定理,得到了部分信
息下带有劳动力收入的最优投资消费问题的最优策

略和值函数的显式表达;最后,进行数据仿真,对比两
类模型所得最优策略的差异,验证了部分信息模型在
有效利用市场信息方面的优越性.

2 完完完备备备信信信息息息模模模型型型

本文的主要数学符号定义如下: AT表示A的转置

矩阵, A−1表示A的逆矩阵, tr(A)表示A的迹, ḟ表示
f的导数, Rn表示n维实值欧式空间, R表示实数集,
R+表示非负实数集, Sn

+表示n阶非负定矩阵集, Cn表

示n次连续可微函数集, 1表示元素全为1的n维列向
量.令(Ω,F ,Ft,P)是一个带有信息流Ft的完备概率

空间, (B(1)(t), B(2)(t), B(3)(t), B(4)(t))是该空间上

的(2n+ 2)维标准布朗运动,其中B(1)(t), B(3)(t)维

数是n, B(2)(t), B(4)(t)维数是1, E是P下的期望, L2
F

(0, T ;Rn)是取值于Rn的Ft适应的平方可积过程空

间, MF(0, T ;Rn)是取值于Rn的Ft适应的随机过程

空间.
首先在完备信息模型下,研究考虑劳动力收入的

最优投资消费问题.

2.1 问问问题题题描描描述述述

金融市场及劳动力市场的风险环境用(Ω, F , Ft,

P)刻画,在该金融市场中,可进行投资的n支股票的价
格过程S(t) = (S1(t) S2(t) · · · Sn(t))

T满足

dS(t) = diag{S(t)}[µ(t)dt+ σdB(1)(t)], (1)

其中diag{S(t)}是以S(t)为对角元素的对角矩阵,
µ(t) = (µ1(t) µ2(t) · · · µn(t))

T是股票回报率向量,
σ = (σij)n×n是股票波动率矩阵.在完备信息模型下,
µ(t)是取值于Rn的一致有界函数.投资者的劳动力收
入Y (t)满足

dY (t) = αdt+ βdB(2)(t), (2)

其中: α ∈ R是收入增长率, β > 0是收入波动率.在
完备信息模型下,全部信息流

Ft = σ{B(1)(u), B(2)(u) : 0 6 u 6 t}.

令π(t) = (π1(t) π2(t) · · · πn(t))
T为一个投资策

略, πi(t)是t时刻投资于第i支股票的投资比例, i =
1, 2, · · · , n,则投资于无风险资产的投资比例为1 −
πT(t)1.假设市场中的无风险利率为常数r, c(t)X(t)

是t时刻的瞬时消费率.在自融资条件下,投资者的财
富过程为

dX(t) =X(t){[r + πT(t)(µ(t)− r1)−
c(t)]dt+ πT(t)σdB(1)(t)}. (3)

在初始时刻为s,初始状态为X(s) = x, Y (s) =

y的条件下,投资者的折现期望效用定义为

J(π(·), c(·); s, x, y) =

E[
w T

s
e−D(t−s) c

R(t)XR(t)

ReKY (t)
dt+e−D(T−s) X

R(T )

ReKY (T )
]=

1

R
E[

w T

s
e−[D(t−s)+KY (t)]cR(t)XR(t)dt+

e−[D(T−s)+KY (T )]XR(T )], (4)

其中: D > 0是效用折现率, K > 0是劳动力收入对

效用的敏感指数, K越大,劳动力收入对效用的影响
越大, R ∈ (0, 1), 1−R是投资者的相对风险厌恶指

数.在折现期望效用式(4)的定义中,消费和终端财富
的效用函数选用幂函数形式,劳动力收入对效用的影
响选用负指数形式,以使得HJB方程能够解出显式解.
定义完备信息模型下的容许策略集为

A[s,T ] = {(π(·), c(·)) : (π(·), c(·)) ∈
L2

F(s, T ;R
n)× L2

F(s, T ;R+)}.

在完备信息下,考虑劳动力收入的最优投资消费
问题为
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问问问题题题 1 寻找容许策略(π(·), c(·)) ∈ A[s,T ],依
据劳动力收入方程式(2)和财富方程式(3),最大化期
望效用式(4).

2.2 问问问题题题求求求解解解

问题1是一个完备信息下的随机最优控制问题,运
用动态规划方法,对问题1进行求解.

假假假设设设 1 σ, α, β, r, D, K有界且σ是可逆矩阵.

定义问题1的值函数为

V (s, x, y) = sup
(π(·),c(·))∈A[s,T ]

J(π(·), c(·); s, x, y).

按照文献[1]中方法,由动态规划原理,得到问题1
的HJB方程
∂V

∂s
−DV + xr

∂V

∂x
+ α

∂V

∂y
+

1

2
β2∂

2V

∂y2
+

sup
π∈Rn

{xπT(µ(s)− r1)
∂V

∂x
+

1

2
x2πTAπ

∂2V

∂x2
}+

sup
c>0

{ c
RxR

ReKy
− cx

∂V

∂x
} = 0, V (T, x, y) =

xR

ReKy
,

(5)

其中A = σσT = (aij)n×n.最优策略可形式表达为
π∗(s, x, y) = −1

x
A−1[µ(s)− r1]

∂V

∂x
/
∂2V

∂x2
,

c∗(s, x, y) =
1

x
e

Ky
R−1 (

∂V

∂x
)

1
R−1 .

为了得到最优策略的显式表达,需要解HJB方程
得到值函数的显式解.受到文献[9]中求解方法的启
发,令

V (s, x, y) = f(s)
xR

R
e−Ky,

将其带入式(5),得到f(s)满足的方程为ḟ(s) + f0(s)f(s) + (1−R)f
R

R−1 (s) = 0,

f(T ) = 1,

其中f0(s) =
R

2(1−R)
[µ(s)−r1]TA−1[µ(s)−r1]−

D+Rr−αK +
1

2
β2K2,这是一个伯努利方程,解为

f(s) = e
r T
s

f0(t)dt[1 +
w T

s
e

r T
t

f0(u)
R−1 dudt]1−R. (6)

定定定理理理 1 在假设1下,问题1的最优策略及值函数
分别为

π∗(t) =
A−1[µ(t)− r1]

1−R
, c∗(t) = f(t)

1
R−1 ,

V (s, x, y) = f(s)
xR

R
e−Ky,

其中f(·)由式(6)给出.

注注注 1 当n = 1, s = 0, µ(t) ≡ µ时,问题1的最优策略

及值函数分别为
π∗(t) =

µ− r

(1−R)σ2
, c∗(t) = f(t)

1
R−1 ,

V (0, x, y) = f(0)
xR

R
e−Ky,

其中:

f(t) = ef̄(T−t){1 + (1−R)[1− e
f̄(T−t)
R−1 ]/f̄}1−R,

f̄ =
R(µ− r)2

2(1−R)σ2
−D +Rr − αK +

1

2
β2K2.

3 部部部分分分信信信息息息模模模型型型

在完备信息模型中,设定股票回报率向量µ(t)和
劳动力收入Y (t)都是可观测的,但在现实中,投资者
在选择最优投资消费策略时,往往很难直接观测到股
票回报率向量和劳动力收入,能观测到的信息仅仅是
股票价格和劳动力收入的一部分,例如工资收入.本
节将在更贴合实际的部分信息模型下,研究考虑劳动
力收入的最优投资消费问题.

3.1 问问问题题题描描描述述述

在本节中,股票价格过程S(t)仍满足式(1),但其
中的股票回报率向量µ(t)不再是取值于Rn的一致有

界函数,而是一个n维随机过程,满足如下随机微分方
程:

dµ(t) = a[µ̄− µ(t)]dt+ bdB(3)(t),

其中µ̄是n维列向量,表示股票回报率的长期均值, a
是对角矩阵且对角元素均为正数,表示股票回报率向
其长期均值回归的强度, b是n阶可逆矩阵,表示回归
的波动率.该模型也称OU过程,被广泛用于股票回报
率的刻画.
在本节中,假定仅能观测到劳动力收入的一部分,

例如工资收入.事实上,投资者通过劳动获得的全部
报酬,很难被直接观测到.一方面,精确计算劳动力收
入耗时耗力,得不偿失;另一方面,有些劳动力收入无
法以数值衡量,如各种福利待遇.令k ∈ (0, 1)是可观

测部分占劳动力收入的比例,则Y (t)的观测方程为dỸ (t) = kY (t)dt+ (1− k)dB(4)(t),

Ỹ (0) = 0.
(7)

在部分信息模型下,全部信息流Ft = σ{B(1)(u),

B(2)(u), B(3)(u), B(4)(u) : 0 6 u 6 t},而观测信息
流Gt = σ{S(u), Ỹ (u) : 0 6 u 6 t}, 且S(t)和Ỹ (t)

是两个独立的观测过程,定义

GS
t

.
= σ{S(u) : 0 6 u 6 t},

GỸ
t

.
= σ{Ỹ (u) : 0 6 u 6 t}.

由于µ(t)与Ỹ (t)独立, Y (t)与S(t)独立,故µ(t)和
Y (t)关于观测信息流的条件期望和条件协方差为

Mµ(t) = E[µ(t)|GS
t ], M

Y (t) = E[Y (t)|GỸ
t ],
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V µ(t) = E[(µ(t)−Mµ(t))2|GS
t ],

V Y (t) = E[(Y (t)−MY (t))2|GỸ
t ].

在初始时刻为s,初始状态为X(s) = x, Mµ(s) =

mµ, MY (s) = mY的条件下,定义部分信息下投资者
的折现期望效用为

J(π(·), c(·); s, x,mµ,mY ) =

E[
w T

s
e−D(t−s) × cR(t)XR(t)

ReKY (t)
dt+

e−D(T−s) X
R(T )

ReKY (T )
|Gs]. (8)

投资者根据观测到的信息来制定投资消费策略,
故在部分信息模型下,容许策略(π(·), c(·))应是Gt适

应的.定义

B[s,T ] = {(π(·), c(·)) : (π(·), c(·)) ∈ MG(s, T ;Rn)×

MG(s, T ;R+),P(
w T

s
|π(t)|2dt <∞) = 1,

P(
w T

s
c(t)dt <∞) = 1}.

部分信息模型下的容许策略集C[s,T ]是B[s,T ]的一个子

集,其定义将在第3.4节中给出.在部分信息下,考虑
劳动力收入的最优投资消费问题为

问问问题题题 2 寻找容许策略(π(·), c(·)) ∈ C[s,T ],依据
劳动力收入方程式(2)和财富方程式(3),最大化期望
效用式(8).

3.2 滤滤滤波波波问问问题题题

问题2是一个部分信息下的随机最优控制问题,需
要先求解µ(t)与Y (t)的滤波问题,将问题2转化为完
备信息下的随机最优控制问题,再用动态规划方法求
解.

假假假设设设 2 (µ(t), Y (t))的初始分布为正态分布,均

值为(mµ
0 ,m

Y
0 ),协方差为

(
vµ0 0

0T vY0

)
,且该初始分布

不受布朗运动B(1)(t), B(2)(t), B(3)(t), B(4)(t)的影

响.

对lnS(t)=(lnS(1)(t) lnS(2)(t) · · · lnS(n)(t))T

用伊藤公式,得

d lnS(t) = [µ(t)− 1

2
Ã]dt+ σdB(1)(t), (9)

其中Ã = (a11 a22 · · · ann)T. lnS(t)是高斯过程,且
lnS(t)与S(t)生成的信息流一致,故以式(9)和式(7)
为观测方程.由经典的Kalman线性滤波理论(文献
[10]中定理10.3),可得以下定理和引理.

定定定理理理 2 在假设1–2下, Mµ(t)和MY (t)分别是

随机微分方程式 (10)和式 (12)的解, V µ(t) ∈ Sn
+和

V Y (t) > 0分别是里卡蒂方程式(11)和式(13)的解.

dMµ(t) = a[µ̄−Mµ(t)]dt+ V µ(t)σ̃−1dBS(t),

Mµ(0) = mµ
0 ,

(10)
V̇ µ(t) = bbT − aV µ(t)− V µ(t)a−

V µ(t)A−1V µ(t),

V µ(0) = vµ0 ,

(11)

dMY (t) = αdt+
k

1− k
V Y (t)dBỸ (t),

MY (0) = mY
0 ,

(12)

V̇
Y (t) = β2 − k2

(1− k)2
(V Y (t))2,

V Y (0) = vY0 ,

(13)

其中σ̃是A的平方根,即A = σ̃2, (BS(t), BỸ (t))是如

下定义的更新过程:
dBS(t) = σ̃−1[d lnS(t)− (Mµ(t)− 1

2
Ã)dt],

dBỸ (t) =
1

1− k
[dỸ (t)− kMY (t)dt],

BS(0) = 0, BỸ (0) = 0.

引引引理理理 1 (BS(t), BỸ (t))是P下Gt适应的(n+ 1)

维标准布朗运动.

由BS(t)定义,得财富方程式(3)的Gt适应表达形

式

dX(t) =X(t){[r + πT(t)(Mµ(t)− r1)−

c(t)]dt+ πT(t)σ̃dBS(t)}. (14)

接下来,考虑Y (t)的非线性滤波问题.令ψ(Y )为

光滑测试函数,定义算子

Πt(ψ)
.
= E[ψ(Y (t))|Gt] = E[ψ(Y (t))|GỸ

t ].

依照文献[11]中方法,分2步推导Πt满足的方程.

步步步骤骤骤 1 构建新观测过程B̃(4)(t).

定义B̃(4)(t)和θ(t)如下:
dB̃(4)(t) =

dỸ (t)

1− k
=

k

1− k
Y (t)dt+ dB(4)(t),

dθ(t) = −θ(t) k

1− k
Y (t)dB(4)(t),

B̃(4)(0) = 0, θ(0) = 1.

式(2)中系数均为常数,故θ(t)是(P,Ft)鞅,定义

概率测度P̃

dP̃

dP
|FT

= θ(T ).

令Ẽ是P̃下的期望.由Girsanov定理[12]得如下引

理.
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引引引理理理 2 (B(1)(t), B(2)(t), B(3)(t), B̃(4)(t))是P̃

下的(2n+ 2)维标准布朗运动.

由定义可知, B̃(4)(t)与Ỹ (t)生成的信息流一致,
且B̃(4)(t)是P̃下的标准布朗运动,故以B̃(4)(t)为新观

测过程.

步步步骤骤骤 2 求解非标准概率密度q(Y, t).

令θ̃(t) =
1

θ(t)
,定义算子

Π̃t(ψ)
.
= Ẽ[ψ(Y (t))θ̃(t)|GỸ

t ].

由贝叶斯公式得

Πt(ψ) =
Π̃t(ψ)

Π̃t(1)
,

其中函数1 : R → 1.定义非标准概率密度q(Y, t)为

Π̃t(ψ) =
w
q(Y, t)ψ(Y )dY,

q(Y, t)满足如下的Zakai方程.

引引引理理理 3 (Zakai方程) 在假设1–2下,非标准概率
密度q(Y, t)满足的随机偏微分方程为
dq + [α

∂q

∂Y
− 1

2
β2 ∂

2q

∂Y 2
]dt− kY q

1− k
dB̃(4)(t) = 0,

q(Y, 0) =
1√
2πvY0

exp{−(Y −mY
0 )

2

2vY0
}.

(15)

定定定理理理 3 随机偏微分方程式(15)的一个显式解为

q(Y, t) = Q(t) exp{− [Y −MY (t)]2

2V Y (t)
},

其中

Q(t) = exp{1
2
[
(MY (t))2

V Y (t)
− β2

w t

0

1

V Y (u)
−

(
MY (u)

V W (u)
)2 +

2αMY (u)

β2V Y (u)
du−

(mY
0 )

2

vY0
− ln(2πvY0 )]}.

上述引理和定理的具体推导过程可参考文献[8].
由定理3得

E[e−KY (t)|GỸ
t ] = eα̃(t)−KMY (t),

α̃(t) = 0.5K2V Y (t).

则期望效用式(8)可显式表达为

J(π(·), c(·); s, x,mµ,mY ) =

1

R
E[

w T

s
e−D(t−s)+α̃(t)−KMY (t)cR(t)XR(t)dt+

e−D(T−s)+α̃(T )−KMY (T )XR(T )|Gs], (16)

将随机微分方程式(14)的解带入式(16)得

J(π(·), c(·); s, x,mµ,mY ) =

xR

R
E[

w T

s
cR(t)θπs (t) exp{α̃(t)−KMY (t)+w t

s
R[l(u)− c(u)]du}dt+ θπs (T ) exp{α̃(T )−

KMY (T ) +
w T

s
R[l(u)− c(u)]du}], (17)

其中:

θπs (t) = exp{
w t

s
RπT(u)σ̃dBS(u)−

R2

2

w t

s
πT(u)Aπ(u)du},

l(mµ, π)
.
= −D

R
+r+πT(mµ−r1)+R−1

2
πTAπ,

l(t) = l(Mµ(t), π(t)).

定义B1
[s,T ] = {(π(·), c(·))∈B[s,T ] :E[θ

π
s (T )]=1}.

对任意(π(·), c(·)) ∈ B1
[s,T ],定义概率测度Pπ

s

dPπ
s

dP
|GT

= θπs (T ).

令Eπ
s是Pπ

s下的期望,则式(17)可化简为

J(π(·), c(·); s, x,mµ,mY ) =

xR

R
Eπ

s [
w T

s
cR(t) exp{α̃(t)−KMY (t)+w t

s
R[l(u)− c(u)]du}dt+ exp{α̃(T )−

KMY (T ) +
w T

s
R[l(u)− c(u)]du}]. (18)

定义dBπ(t) = dBS(t)−Rσ̃π(t)dt,

Bπ(0) = 0.

由Girsanov定理得到如下引理.

引引引理理理 4 (Bπ(t), BỸ (t))是Pπ
s下Gt适应的(n+1)

维标准布朗运动.

式(10)和式(12)变为

dMµ(t) = {a[µ̄−Mµ(t)] +RV µ(t)π(t)}dt+
V µ(t)σ̃−1dBπ(t),

dMY (t) = αdt+
k

1− k
V Y (t)dBỸ (t),

Mµ(s) = mµ, MY (s) = mY .

(19)

经过对µ(t)和Y (t)的滤波,问题2转化为
问问问题题题 2′ 寻找容许策略(π(·), c(·)) ∈ C[s,T ],依据

系统方程式(19),最大化期望效用式(18).

3.3 HJB方方方程程程及及及其其其显显显式式式解解解
问题2′是(Ω,F ,Gt,P

π
s )上的完备信息下的随机最

优控制问题,运用动态规划方法,对问题2′进行求解.
定义问题2′的值函数为

V (s, x,mµ,mY ) =
xR

R
Ṽ (s,mµ,mY ) =
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xR

R
sup

(π(·),c(·))∈C[s,T ]

Eπ
s [

w T

s
cR(t) exp{α̃(t)−

KMY (t) +
w t

s
R[l(u)− c(u)]du}dt+

exp{α̃(T )−KMY (T ) +
w T

s
R[l(u)− c(u)]du}].

类似于文献[5]中推导方法,可形式推导出Ṽ (s,

mµ, mY )满足的HJB方程为

∂Ṽ

∂s
+ α

∂Ṽ

∂mY
+

1

2
(
kV Y (s)

1− k
)2

∂2Ṽ

∂(mY )
2+

(µ̄−mµ)Ta
∂Ṽ

∂mµ
+

1

2
tr(V µ(s)A−1V µ(s)×

∂2Ṽ

∂(mµ)
2 ) + sup

c>0

{cReα̃(s)−KmY

−RcṼ }+

R sup
π∈Rn

{l(mµ, π)Ṽ + πTV µ(s)
∂Ṽ

∂mµ
} = 0,

Ṽ (T,mµ,mY ) = eα̃(T )−KmY

.

(20)

令Ṽ (s,mµ,mY ) = h(s,mµ)e−KmY

,将其带入式

(20),得到h(s,mµ)满足的偏微分方程为

∂h

∂s
+ β̃(s)h+ (µ̄−mµ)Ta

∂h

∂mµ
+

1

2
tr(V µ(s)A−1V µ(s)

∂2h

∂(mµ)
2 )+

sup
c>0

{cReα̃(s) −Rch}+

R sup
π∈Rn

{l(mµ, π)h+ πTV µ(s)
∂h

∂mµ
} = 0,

h(T,mµ) = eα̃(T ),

其中β̃(s) =
1

2
(
kKV Y (s)

1− k
)2 − αK. h(s,mµ)满足的

方程为非线性偏微分方程,不易求解.令h̃(s,mµ) =

h(s,mµ)
1

1−R ,则其满足的方程为

∂h̃

∂s
+

β̃(s)

1−R
h̃+ (µ̄−mµ)Ta

∂h̃

∂mµ
+

1

2
×

tr(V µ(s)A−1V µ(s)
∂2h̃

∂(mµ)
2 )−

R

2h̃
(
∂h̃

∂mµ
)T×

V µ(s)A−1V µ(s)
∂h̃

∂mµ
+

1

1−R
sup
c>0

{cRh̃R×

eα̃(s) −Rch̃}+R sup
π∈Rn

{ l(m
µ, π)

1−R
h̃+ πT×

V µ(s)
∂h̃

∂mµ
} = 0, h̃(T,mµ) = e

α̃(T )
1−R .

(21)

式(21)中的两个上确界在(π̃∗(s,mµ), c̃∗(s,mµ))

处取得
π̃∗(s,mµ) = A−1{m

µ − r1

1−R
+

1

h̃
V µ(s)

∂h̃

∂mµ
},

c̃∗(s,mµ) =
1

h̃
e

α̃(s)
1−R .

则式(21)可化简为如下二阶线性偏微分方程:
∂h̃

∂s
+Dsh̃+ e

α̃(s)
1−R = 0,

h̃(T,mµ) = e
α̃(T )
1−R ,

(22)

Dsh̃ = [
R

2(1−R)
(mµ − r1)TA−1(mµ − r1)+

β̃(s) +Rr −D]
h̃

1−R
+ [(µ̄−mµ)Ta+

R

1−R
(mµ − r1)TA−1V µ(s)]

∂h̃

∂mµ
+

1

2
tr(V µ(s)A−1V µ(s)

∂2h̃

∂(mµ)
2 ).

令

H(s,mµ; t) = exp{ 1

1−R
[
1

2
(mµ)TG1(s; t)m

µ+

G2(s; t)
Tmµ +G3(s; t)+

(Rr −D − αK)(t− s)]},

其中: 0 6 s 6 t 6 T , G1(s; t) ∈ Sn
+, G2(s; t) ∈ Rn,

G3(s; t) ∈ R是关于变量s的函数,其函数值依赖于t
时刻的边值条件,分别满足

Ġ1(s) +
RA−1

1−R
+

1

1−R
G1(s)G4(s)G1(s)+

[
R

1−R
A−1V µ(s)− a]G1(s) +G1(s)×

[
R

1−R
A−1V µ(s)− a]T = 0, G1(t) = 0,

(23)
Ġ2(s) + [

G1(s)G4(s)

1−R
+
RA−1V µ(s)

1−R
− a]×

G2(s) +G1(s)G5(s)−
RrA−11

1−R
= 0,

G2(t) = 0,

(24)

Ġ3(s) +
1

2
tr(G4(s)G1(s)) +

Rr21TA−11

2(1−R)
+

G2(s)
TG4(s)G2(s)

2(1−R)
+

1

2
(
kKV Y (s)

1− k
)2+

G5(s)
TG2(s) = 0, G3(t) = α̃(t),

(25)

其中:

G4(s) = V µ(s)A−1V µ(s),
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G5(s) = aµ̄− Rr

1−R
V µ(s)A−11.

若里卡蒂方程式(23)的解存在,则线性微分方程
组式(24)和一阶线性常微分方程式(25)的解也存在.
定义

H̃(s,mµ) =
w T

s
H(s,mµ; t)dt+H(s,mµ;T ).

定定定理理理 4 若里卡蒂方程式(23)的解存在,则如上
定义的H̃(s,mµ)是偏微分方程式(22)的一个解.

证 由简单计算可知,对任意t∈ [s, T ], H(s, mµ;

t)是如下方程的解:
∂H

∂s
+DsH = 0,

H(t,mµ; t) = e
α̃(t)
1−R .

则有

∂H̃

∂s
+DsH̃ + e

α̃(s)
1−R = −H(s,mµ; s)+

w T

s
[
∂H(s,mµ; t)

∂s
+DsH(s,mµ; t)]dt+

∂H(s,mµ;T )

∂s
+DsH(s,mµ;T ) + e

α̃(s)
1−R = 0,

和H̃(T,mµ) = e
α̃(T )
1−R . 证毕.

3.4 验验验证证证定定定理理理

为便于表达,令η(s,mµ) = (1−R) ln H̃(s,mµ).
由定理4,式(21)可改写为

∂η

∂s
+ β̃(s) + (µ̄−mµ)Ta

∂η

∂mµ
+

1

2
(
∂η

∂mµ
)T×

G4(s)
∂η

∂mµ
+

1

2
tr(G4(s)

∂2η

∂(mµ)
2 ) +R×

sup
π∈Rn

{l(mµ, π) + πTV µ(s)
∂η

∂mµ
}+ sup

c>0

{cR×

eα̃(s)−η −Rc} = 0, η(T,mµ) = α̃(T ).

(26)

定义部分信息模型下的容许策略集为

C[s,T ] = {(π(·), c(·)) ∈ B1
[s,T ]; E

π
s [θ̄

π
s (T)] = 1},

其中

θ̄πs (t) =

exp{
w t

s
(
∂η(u,Mµ(u))

∂mµ
)TV µ(u)σ̃−1dBπ(u)−

w t

s

kKV Y (u)

1− k
dBỸ (u)− 1

2

w t

s
(
kKV Y (u)

1− k
)2+

(
∂η(u,Mµ(u))

∂mµ
)TG4(u)

∂η(u,Mµ(u))

∂mµ
du}.

对任意(π(·), c(·)) ∈ C[s,T ],定义概率测度P̄π
s

dP̄π
s

dPπ
s

|GT
= θ̄πs (T ),

令Ēπ
s是P̄π

s下的期望,得到如下验证定理.

定定定理理理 5 在假设1–2下,若里卡蒂方程式(23)的
解存在,则问题2′的最优策略及值函数分别为

π∗(t) =
A−1

1−R
{Mµ(t)− r1+

V µ(t)
∂η(t,Mµ(t))

∂mµ
},

c∗(t) = exp{ α̃(t)− η(t,Mµ(t))

1−R
},

V (s, x,mµ,mY ) =
xR

R
eη(s,m

µ)−KmY

.

证 首先证明,对任意容许策略都有

J(π(·), c(·); s, x,mµ,mY ) 6 xR

R
eη(s,m

µ)−KmY

.

对η(t,Mµ(t))−KMY (t)用伊藤公式,积分后得

η(t,Mµ(t))−KMY (t)− η(s,mµ) +KmY =

ln θ̄πs (t) +
w t

s

∂η

∂s
+ β̃(u) + [(µ̄−Mµ(u))Ta+

Rπ(u)TV µ(u)]
∂η

∂mµ
+

1

2
tr(G4(u)

∂2η

∂(mµ)
2 )+

1

2
(
∂η

∂mµ
)TG4(u)

∂η

∂mµ
du 6

ln θ̄πs (t)−
w t

s
cR(u)eα̃(u)−η(u,Mµ(u))du−w t

s
R[l(Mµ(u), π(u))− c(u)]du,

其中不等号用到了η满足式(26).令

ζ(t) = exp{−
w t

s
eα̃(u)−η(u,Mµ(u))cR(u)du},

则上式可简化为w t

s
R[l(Mµ(u), π(u))− c(u)]du−KMY (t) 6

ln θ̄πs (t) + ln ζ(t)− η(t,Mµ(t))+

η(s,mµ)−KmY . (27)

将式(27)带入式(18),得

J(π(·), c(·); s, x,mµ,mY ) 6
xR

R
eη(s,m

µ)−KmY

Eπ
s [ζ(T )θ̄

π
s (T )+w T

s
cR(t)eα̃(t)−η(t,Mµ(t))ζ(t)θ̄πs (t)dt] =

xR

R
eη(s,m

µ)−KmY

Ēπ
s [ζ(T )+w T

s
cR(t)eα̃(t)−η(t,Mµ(t))ζ(t)dt] =

xR

R
eη(s,m

µ)−KmY

, (28)

其中第1个等号由文献[13]中引理5.2.1得到,第2个等
号由对ζ(t)用伊藤公式,积分取期望得到.
然后证明, (π∗(t), c∗(t))是容许策略,且
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J(π∗(t), c∗(t); s, x,mµ,mY ) =

xR

R
eη(s,m

µ)−KmY

. (29)

在(Ω,F ,Gt,P
π∗

s )下, θ̄π
∗

t 满足

dθ̄π
∗

s (t) = −θ̄π
∗

s (t)(h1(t), h2(t))

(
dBπ∗

(t)

dBỸ (t)

)
,

其中:

h1(t,m
µ)

.
= −(

∂η

∂mµ
)TV µ(t)σ̃−1,

h2(t,m
µ)

.
=
kKV Y (t)

1− k
, h1(t) = h1(t,M

µ(t)),

h2(t) = h2(t,M
µ(t)).

由于h1(t,m
µ)和h2(t,m

µ)都对mµ满足线性增长条

件,由文献[11]中引理4.1.1得Eπ∗

s [θ̄π
∗

s (T )] = 1,同理
可 得E[θπ

∗

s (T )] = 1.故(π∗(t), c∗(t))是 容 许 策 略.
在(Ω,F ,Gt,P

π∗

s )下, Mµ(t),MY (t)满足

dMµ(t) = {a[µ̄−Mµ(t)] +RV µ(t)π∗(t)}dt+
V µ(t)A−1σ̃dBπ∗

(t),

dMY (t) = αdt+
k

1− k
V Y (t)dBỸ (t),

Mµ(s) = mµ, MY (s) = mY .

对η(t,Mµ(t))−KMY (t)用伊藤公式,积分后得

η(t,Mµ(t))−KMY (t)− η(s,mµ) +KmY =

ln θ̄π
∗

s (t) +
w t

s

∂η

∂s
+ β̃(u) + [(µ̄−Mµ(u))Ta+

Rπ∗(u)TV µ(u)]
∂η

∂mµ
+

1

2
tr(G4(u)

∂2η

∂(mµ)
2 )+

1

2
(
∂η

∂mµ
)TG4(u)

∂η

∂mµ
du =

ln θ̄π
∗

s (t)−
w t

s
eα̃(u)−η(u,Mµ(u))(c∗(u))Rdu−w t

s
R[l(Mµ(u), π∗(u))− c∗(u)]du,

其中第 2个等号是因为式 (26)中上确界在(π∗(t),

c∗(t))处达到.与式(27)–(28)做同样的处理,即可得到
式(29). 证毕.

注注注 2 当n=1, vµ0 =σ
√
a2σ2+b2−aσ2, vY0 =

β(1−k)

k
,

R ∈ (0, R̄]时,里卡蒂方程式(11)(13)(23)的解分别为

V µ(t) = vµ0 , V
Y (t) = vY0 , t ∈ [0, T ],

G1(s) =
R[1− eK3(s−t)]

(K2 −K1)eK3(s−t) +K2 +K1
, s ∈ [0, t],

其中:

K1 = (1−R)aσ2 −Rvµ0 , K2 =
√

K2
1 −R(vµ0 )

2,

K3 =
2K2

(1−R)σ2
, R̄ =

a2σ2

a2σ2 + b2
.

一阶线性常微分方程式(24)–(25)的解分别为

G2(s) =
w t

s
K5(u)e

r u
s

K4(l)dldu, s ∈ [0, t],

G3(s) =
1

2
K2vY0 +

w t

s

K6(u)

2(1−R)σ2
+K7du, s ∈ [0, t],

其中:

K4(u) =
(vµ0 )

2G1(u) +Rvµ0
(1−R)σ2

− a,

K5(u) = [aµ̄−
Rrvµ0

(1−R)σ2
]G1(u)−

Rr

(1−R)σ2
,

K6(u) = (vµ0 )
2[(1−R)G1(u) +G2

2(u)]+

2[(1−R)aµ̄σ2 −Rrvµ0 ]G2(u),

K7 =
1

2
(
kKvY0
1− k

)2 +
Rr2

2(1−R)σ2
.

从而可得η的显式解.当s = 0时,问题2′的最优策略及值
函数分别为

π∗(t) =
Mµ(t)− r + vµ0

∂η(t,Mµ(t))

∂mµ

(1−R)σ2
,

c∗(t) = exp{

1

2
K2vY0 − η(t,Mµ(t))

1−R
},

V (0, x,mµ
0 ,m

Y
0 ) =

xR

R
eη(0,m

µ
0 )−KmY

0 .

4 数数数据据据仿仿仿真真真及及及分分分析析析

本节将在n = 1, s = 0情形下,从真实市场数据中
获取模型参数,比较完备信息模型和部分信息模型所
获得的最优投资消费策略和最大期望效用的差异.
用文献[14]中方法估计完备信息模型中参数µ, σ,

a, b.由 2020年下半年和 2021年上半年五粮液
(000858)收盘价数据得µ = 0.5770, σ = 0.4053.由
2013–2020年城镇居民人均可支配收入数据得α =

0.2481, β = 0.0527.模型中的主观性系数R, D, K,
x, y由投资者的个人情况决定,这里统一设定为R =

0.3, D = 0.01,K = 0.1, x = 10, y = 5.时间单位为
年,投资期限为3年,即T = 3.市场中的最高3年期定
存利率为3.85%,即r = 0.0385.根据注1中公式计算
得到完备信息模型下的最优投资消费策略和最大期

望效用为c
∗(t) =

e0.5072(t−3)

2.9717− 1.9717e0.5072(t−3)
,

π∗(t) = 4.6831, V (0, x, y) = 22.4808.

用文献[15]中方法估计部分信息模型中参数µ̄, α,
β.由2011–2020年五粮液(000858)年收益率数据得
µ̄ = 0.4173, a = 4.7320, b = 2.1937.由2013–2020年
城镇居民人均可支配工资性收入占城镇居民人均可

支 配 收 入 的 比 重 数 据 得 k = 0.6132.令mµ
0 =

0.8403, vµ0 = 0.4073,mY
0 = 5, vY0 = 0.0332.根据注

2中公式计算得到部分信息模型下的最优投资消费策
略和最大期望效用为
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π∗(t) =

Mµ(t)− 0.0385 + 0.4073
∂η(t,Mµ(t))

∂mµ

0.115
,

c∗(t) = exp{0.0002− η(t,Mµ(t))

0.7
},

V (0, x,mµ
0 ,m

Y
0 ) = 53.9374.

为直观表现两类模型所得最优策略的差异,本文
以图像形式展示上述仿真计算结果.其中图 1是
Mµ(t)的一条仿真轨迹,图2是两类模型所得最优投
资策略的对比图,图3是两类模型所得最优消费策略
的对比图.比较发现,完备信息模型的最优策略是确
定性函数,即在初始时刻就已制定好整个投资区间上
的最优策略,而部分信息模型的最优策略是Mµ(t)的

反馈形式,随着股票回报率估计值的更新而不断更新
投资区间上的最优策略.之所以出现这样的差别,是
因为部分信息模型充分刻画了市场中存在的未知信

息,随着时间的推移,投资者所获得的信息增多,其最
优策略会随着获得的信息增多而不断进行更新.同时,
注意到部分信息模型的值函数要大于完备信息模型

的值函数,这说明部分信息模型可以更有效地利用市
场信息以获得更大的期望效用.

/ 年

μ
(
)

图 1 Mµ(t)仿真轨迹

Fig. 1 The simulation trajectory of Mµ(t)
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图 2 最优投资策略对比图

Fig. 2 Comparison of optimal investment strategies
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图 3 最优消费策略对比图

Fig. 3 Comparison of optimal consumption strategies

5 结结结论论论

本文研究了一类部分信息下的最优投资消费问题,
首次考虑了股票收益率和劳动力收入均为不可观测

过程的情形.综合运用Kalman滤波和非线性滤波理
论,得到了Zakai方程的显式解,运用测度变换技术,
对折现期望效用进行化简,将一类部分信息下的随机
最优控制问题转化为完备信息下的随机最优控制问

题.通过多次变量变换,将HJB方程等价转化为一个
二阶线性偏微分方程,并获得了其经典解.通过验证
定理,得到了该类部分信息下最优投资消费问题的最
优策略和值函数.最后,从仿真结果来看,本文所构建
的部分信息模型及获得的相应最优策略要优于传统

的完备信息模型及获得的相应最优策略.后续,将在
本文基础上,进一步研究股票市场与劳动力市场间存
在相关性的情形,即文中B(1)(t)与B(2)(t)间有相关系

数的情形.
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