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摘要:本文研究一类随机非线性系统的有限时间H∞控制问题.考虑闭环系统在有限时间间隔内的瞬态性能和抗
干扰能力,对伊藤型随机非线性系统进行了研究.利用Lyapunov函数和线性矩阵不等式(LMI)得到了系统满足均方
有限时间有界的充分条件,进一步设计了有限时间H∞控制器,并给出了系统满足均方有限时间有界和相应H∞性

能的充分条件.最后给出了两个例子验证了该方法的有效性和可行性.
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Abstract: This paper studies the finite-time H∞ control problem for a class of stochastic nonlinear systems. Considering
the transient performance and anti-interference ability of the closed-loop system within a finite time interval, the Itô-type
stochastic nonlinear systems are studied. By constructing the Lyapunov function and linear matrix inequality (LMI), suffi-
cient conditions for the system to satisfy the mean-square finite-time bounded are obtained. The finite-time H∞ controller
is further designed, and sufficient conditions for the system to satisfy both the mean-square finite-time bounded and the cor-
responding H∞ control performance are given. Finally, two examples are given to verify the feasibility and effectiveness of
the method.
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1 引引引言言言

随着科学技术的发展,线性确定性系统理论被不
断完善并形成了比较完整的理论体系.而在现实系统
中,由于外部环境和其他不确定因素的影响,许多工
业和经济系统都被视为随机非线性系统.然而由于随
机非线性系统本身具有的不确定性和随机性,如何有
效的控制其性能引起了诸多学者的研究兴趣.如文献
[1]针对随机非线性系统研究了有限时间稳定性问题,
并提出了随机有限时间稳定性的充分条件.文献[2]研
究了随机非线性系统的全局稳定性,并提出了3种随
机非线性控制方案.文献[3]在固定停留时间条件下,

利用李雅普诺夫方法得到了随机非线性系统随机全

局稳定性的充分条件.文献[4]研究了一类严格反馈形
式的随机非线性系统的全局有限时间稳定性问题.此
外,针对脉冲随机系统和切换随机系统等也出现了许
多优秀的研究成果[5–8].
目前随机系统的许多结果在很大程度上依赖于李

雅普诺夫意义下的渐近稳定性,这仅表明了系统在无
时间约束时的渐近性能.然而,在实际系统中,人们更
关注系统在短时间内的性能.即要求系统在有限的时
间间隔内对系统性能完成目标控制.比如在生活中要
求汽车在突发情况下能做到迅速紧急制动避免意外
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发生;在通讯领域内要做到实时信息传输和信息交流;
在军事活动中,对敌对势力发射的导弹更要做到快速
拦截和精准反击. Peter Dorato在文献[9]中首次讨论
了有限时间稳定性的问题,此后由于李雅普诺夫和齐
次系统等理论的发展和完善,诸多学者更是在有限时
间控制的领域内进行了积极的研究.文献[10–11]分别
针对随机时滞系统和随机离散系统研究了系统的有

限时间稳定.文献[12]中对一类具有正则结构的不确
定非线性切换系统进行了有限时间鲁棒镇定的研究,
得到了在任意切换信号下该系统保持平衡状态全局

有限时间有界稳定性的充分条件.此外,针对不同随
机系统的有限时间控制问题也出现了大量的研究成

果[13–16].随着有限时间控制技术研究的快速发展,其
在飞行器和永磁同步电机等实际系统中也有了广泛

的应用[17].
在鲁棒控制方法中, H∞控制是一种重要的控制方

法,并且在很多实际系统中,都采用这种控制方式来
抑制外界干扰对系统的负面影响.如文献[18]中作者
通过H∞控制研究了具有时变时滞的随机非线性系统

的鲁棒控制问题.文献[19–22]通过H∞控制分别对多

类随机系统进行了研究.结合有限时间控制和H∞控

制的优点,有限时间H∞控制的定义被提出并被专家

和学者们进行了深入的研究.如基于有限时间H∞控

制方法,在文献[23]中作者得到了离散系统有限时间
稳定的充分条件.文献[24]讨论了有限时间H∞在奇

异随机系统中的鲁棒控制问题,在文献[25–26]中,研
究了有限时间H∞控制在马尔可夫跳变系统中的应用.
目前,针对伊藤型随机非线性系统的有限时间H∞

控制问题的研究还不全面.本文利用伊藤公式和线性
矩阵不等式(LMI)对该类系统的有限时间H∞控制进

行了研究,得到了系统满足均方有限时间有界的充分
条件,并进一步设计了有限时间H∞控制器,使得系统
同时满足均方有限时间有界性及相应的H∞性能.本
文主要贡献有: 1)在有限时间间隔内对瞬时性能和抗
干扰能力进行约束的条件下,讨论了有限时间H∞控

制方法在伊藤型随机非线性系统中的应用; 2)该系统
中的非线性函数满足准单边Lipschitz条件,使所提方
法适用范围更广; 3)利用LMI得到了有限时间H∞控

制器存在的充分条件.
本文结构:在引言之后,我们给出了一些基础知

识、定义以及证明过程中用到的引理;第3部分为本文
的主要内容;第4部分为实例仿真,其结果有效地验证
了所提方法的有效性;最后给出了本文的结论.
符号说明: HT代表矩阵H的转置; tr(H)代表矩

阵H的迹; H > 0 (H > 0)表示H为正定(半正定)矩
阵; λmin(H)和λmax(H)分别表示矩阵H的最小和最

大特征值; diag{a1, a2, · · · , an}表示由元素a1, a2,

· · · , an组成的对角矩阵; I表示n维的单位矩阵; ∗表

示在对称矩阵中的对称项; E表示数学期望.

2 预预预备备备知知知识识识

考虑如下的伊藤型随机非线性系统
dx(t) = [A1x(t) +B1u(t) +B2v(t)+

Φ(x)]dt+A2x(t)dw(t),

z(t) = D1x(t),

(1)

其中: x(t)为系统状态, Φ(x)为非线性函数, u(t)为控
制输入, z(t)为控制输出, v(t)为扰动输入, w(t)表示
一维标准布朗运动. A1, A2, B1, B2和D1是具有适当

维数的常数矩阵.

假假假设设设 1 外部扰动v(t)满足

E
w t

0
vT(s)v(s)ds 6 d2. (2)

假假假设设设 2 [27] 非线性函数Φ(θ)满足准单边Lipsch-
itz条件

⟨LΦ(θ)− LΦ(θ̂), θ − θ̂⟩ 6 (θ − θ̂)TM(θ − θ̂),

其中L是对称正定矩阵,实对称矩阵M在函数Φ(θ)中

称为关于θ的单边Lipschitz常数矩阵,其值与L有关.

定定定义义义 1 [28] 对于给定的标量0 < e1 < e2, T > 0,
N > 0,若

E[xT(0)Nx(0)] 6 e21 ⇒ E[xT(t)Nx(t)] < e22, (3)

则系统(1) (u(t) ≡ 0)在t ∈ [0, T ]上是关于参数(e1,
e2, T, N, d2)均方有限时间有界的.

定定定义义义 2 [29] 若存在状态反馈控制器u(t) = K·
x(t),且满足以下两个条件:

i) 系统是均方有限时间有界的;
ii) 对于非零扰动v(t),在零初始条件下, z(t)满足

E
w t

0
zT(s)z(s)ds < γ2E

w t

0
vT(s)v(s)ds, (4)

其中: T > 0, γ > 0.那么系统同时满足均方有限时间
有界和相应的H∞性能,且称u(t) = Kx(t)为系统的

有限时间H∞控制器.

引引引理理理 1 [30] 对下式的随机系统

dx(t) = f(x)dt+ g(x)dw(t),

给定V (x, t) ∈ C(Rn × [t0,∞) → R+),则有

dV (x, t) = LV (x, t)dt+
∂V T

∂x
g(x)dw(t),

其中

LV (x, t) =
∂V

∂t
+

∂V T

∂x
f(x)+

1

2
tr[gT(x)

∂2V

∂x2
g(x)].

3 主主主要要要结结结果果果

本部分内容主要分为两部分:第1部分得到了系
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统(1) (u(t) = 0)满足均方有限时间有界性的充分条

件;第2部分设计了有限时间H∞控制器,给出了系统
满足均方有限时间有界以及H∞控制性能的充分条件.
下面给出了系统(1)(u(t) = 0)为均方有限时间有

界的充分条件.

定定定理理理 1 如果存在标量α > 0, η2 > η1 > 0, d >

0, γ > 0,对称正定矩阵P1, H满足下列不等式:Λ1 − αP̃1 AT
1H P̃1B2

∗ −HT −H HB2

∗ ∗ −γ2I

 < 0, (5)

η1I < P1 < η2I, (6)

d2γ2 + e21η2 < e22η1e
−αT , (7)

其中: T > 0,矩阵N > 0, P̃1 = N
1
2P1N

1
2 , 0 < e1 <

e2, Λ1 = AT
2 P̃1A2+ P̃1A1+AT

1 P̃1+2λmax(M)I ,那
么系统(1)是均方有限时间有界的.

证 首先对式(5)前后分别乘以行满秩矩阵[
I AT

1 0

0 BT
2 I

]
和他的转置,可得[

Λ1 − αP̃1 P̃1B2

∗ −γ2I

]
< 0. (8)

构造李雅普诺夫函数 V (x, t) = xT(t)P̃1x(t),由
引理1,可得

LV (x, t) =

[A1x(t) +B2v(t) + Φ(x)]T
∂V

∂x
+

1

2
[A2x(t)]

T∂
2V

∂x2
A2x(t).

化简得到

LV (x, t) =

xT(t)[AT
2 P̃1A2 + P̃1A1 +AT

1 P̃1]x(t)+

xT(t)P̃1B2v(t) + vT(t)BT
2 P̃1x(t)+

2x(t)P̃1Φ
T(x) =

x̄T

[
Λ1 − 2λmax(M)I P̃1B2

BT
2 P̃1 0

]
x̄+

2x(t)P̃1Φ
T(x), (9)

其中x̄ = [xT(t) vT(t)]T.
在假设2的条件下,通过式(9)可得到

LV (x, t) 6 x̄T

[
Λ2 P̃1B2

∗ 0

]
x̄ 6

x̄T

[
Λ1 P̃1B2

∗ 0

]
x̄, (10)

其中Λ2 = AT
2 P̃1A2 + P̃1A1 +AT

1 P̃ + 2M.

由式(8)(10)可得

LV (x, t)− αV (x, t)− vT(t)γ2v(t) < 0. (11)

对不等式(11)两边同时从0到t进行积分并取数学

期望,得到

E(V (x, t)− V (x(0))) <

E
w t

0
vT(s)γ2v(s)ds+ α

w t

0
EV (x(s))ds. (12)

即

EV (x, t) < γ2eαtE
w t

0
vT(s)v(s)ds+

EV (x(0))eαt. (13)

在不等式(13)中

V (x, t) = xT(t)N
1
2P1N

1
2x(t) >

λmin(P1)[x
T(t)Nx(t)], (14)

V (x(0))eαt = xT(0)N
1
2P1N

1
2x(0)eαt 6

λmax(P1)e
2
1e

αt, (15)

γ2eαtE
w t

0
vT(s)v(s)ds 6 γ2eαtd2. (16)

将式(8)(14)–(16)代入式(13)中,可得

E[xT(t)Nx(t)] 6 eαT (
e21η2
η1

+
γ2d2

η1
),

即

d2γ2 + e21η2 > E[xT(t)Nx(t)]η1e
−αT . (17)

由式(7)(17)可得

E[xT(t)Nx(t)] < e22, 0 6 t 6 T.

由定义1可知系统(1)是均方有限时间有界的.

注注注 1 不等式(12)–(13)的计算过程中使用了Gronwall

不等式,若g(t)>0,且g(t) 6 i+ j
w t

0
g(s)ds,其中i, j均为正

数,则有g(t) 6 iejt.

考虑状态反馈控制器

u(t) = Kx(t),

其中K是控制器增益矩阵.

系统(1)可写为
dx(t) = [Ãx(t) +B2v(t) + Φ(x)]dt+

A2x(t)dw(t),

z(t) = D1x(t),

(18)

其中Ã = A1 +B1K.

下面给出了系统同时满足均方有限时间有界和

H∞性能的充分条件.

定定定理理理 2 若存在标量α > 0, η2 > η1 > 0, T > 0,
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d > 0, γ > 0和对称正定矩阵P1使得下列不等式成立:
ξ1 B2 UAT

2

√
2λmax(M)U

∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ −U 0

∗ ∗ ∗ −I

 < 0, (19)

η1I < P1 < η2I, (20)

d2γ2 + e21η2 < e22η1e
−αT , (21)

其中: ξ1 = A1U + UAT
1 +B1G+GTBT

1 − αU , N >

0, U = Q−1, Q = N
1
2P1N

1
2 , 0 < e1 < e2,那么系统

(18)为均方有限时间有界的,同时满足相应的H∞性

能,且有限时间H∞控制器的增益矩阵

K = GU−1.

证 由舒尔补引理及矩阵不等式(19),可得[
ς1 B2

BT
2 −γ2I

]
< 0, (22)

其中ς1 = UAT
2U

−1A2U+A1U+B1G+UAT
1 +GT·

BT
1 + 2λmax(M)UU − αU .

对式(22)两边同时前乘和后乘diag {U, I}−1,得[
ς2 QB2

BT
2 Q −γ2I

]
< 0, (23)

其中

ς2 = AT
2QA2 +QA1 +QB1K +AT

1Q+

KTBT
1 Q+ 2λmax(M)I − αQ.

将Ã = A1 +B1K代入不等式(23),得[
Λ2 − αQ QB2

BT
2 Q −γ2I

]
< 0, (24)

其中Λ2 = AT
2QA2+QÃ1 + ÃT

1Q+ 2λmax(M)I .根

据定理1,由条件(20)–(21)(24)可证明系统(18)是均方

有限时间有界的.

由式(24)可知下式成立:[
Λ2 − αQ+DT

1 D1 QB2

BT
2 Q −γ2I

]
< 0. (25)

由系统(18)的微分生成算子LV (x, t)和矩阵不等

式(25)可得

LV (x, t) <

αV (x, t) + γ2vT(t)v(t)− zT(t)z(t). (26)

对式(26)两边同时乘以e−αt,得

e−αtLV (x, t) <

[γ2vT(t)v(t)− zT(t)z(t)]e−αt + αV (x, t)e−αt.

(27)

由引理1,有

L[V (x, t)e−αt] =

e−αtLV (x, t)− αe−αtV (x, t). (28)

结合式(27)–(28),得到

L[V (x, t)e−αt] <

[γ2vT(t)v(t)− zT(t)z(t)]e−αt. (29)

在零初始条件下对式(29)从0到t积分并取数学期

望可得

e−αtEV (x, t) <

E
w t

0
e−αs(γ2vT(s)v(s)− zT(s)z(s))ds <

E
w t

0
e−αsγ2vT(s)v(s)ds− E

w t

0
e−αszT(s)z(s)ds.

很显然e−αtEV (x, t) > 0,则

E
w t

0
zT(s)z(s)ds < γ2E

w t

0
vT(s)v(s)ds. (30)

由定义2可知,系统(18)同时满足均方有限时间有
界性和H∞控制性能.

4 仿仿仿真真真结结结果果果

4.1 算算算例例例1
选择系统参数矩阵为

A1 =

[
−26 15

−10 −15

]
, A2 =

[
−3.1 0.5

0.8 −1.2

]
,

B1 =

[
−2

4

]
, B2 =

[
0.2 −0.2

−0.9 0.4

]
,

D1 =

[
2 1

2 3

]
.

Φ(x)=[0.1 sin(x1 + x2) 0.2 sinx2]
T满足假设2.

外部扰动设为

v(t) = [0.1 0.2 sin t]T.

满足 w t

0
vT(t)v(t)dt < d2,

其中选择d = 0.5,令e1 = 1, e2 = 4,选择系统初始状
态x(0) = [0.7 0.3]T,根据定理2,利用MATLAB得到
了控制器增益矩阵K和对称正定矩阵U分别为

K =
[
−2.0285 3.4736

]
,

U =

[
0.0480 −0.0481

0.0481 0.2721

]
.

由x(0)和e1可得到E[xT(0)Nx(0)]6e21,从图1可
知, E[x(t)TNx(t)] < e22,证明了所设计的控制器符
合预期要求,系统满足均方有限时间有界和相应的
H∞性能.
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图 1 系统状态收敛曲线
Fig. 1 Convergence curve of system states

4.2 实实实例例例2
考虑文献[31]中的柔性连杆机器人的非线性动力

学模型

θ̇m = ωm,

ωm =
k

Jm

(θℓ − θm)−
B

Jm

ωm +
kτ
Jm

u,

θ̇ℓ = ωℓ,

ω̇ℓ = − k

Jℓ

(θℓ − θm)−
mgh

Jℓ

sin(θℓ).

(31)

模型中的各种符号在文献[31]已给出详细解释,
系统(31)可简化为ẋ = A1x(t) +B1u(t) +B2v(t) + Φ(x),

z = D1x(t).
(32)

由于在电机工作时,受温度,某些材料随机振动的
摩擦系数和负载等因素影响,可能对转子造成随机扰
动.所以在文献[31]描述的系统模型中加入了布朗运
动,使其更贴合实际系统,得到

dx = [A1x(t) +B1u(t) +B2v(t) + Φ(x)]dt+

A2x(t)dω(t),

其中系统模型的各项参数分别为

A1 =


0 1 0 0

−48.6 −1.25 48.6 0

0 0 0 1

19.5 0 −19.5 0

 ,

A2 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , Φ(x) =


0

0

0

−3.33 sin x3

 ,

v(t) =


0

−0.1 sin t

0

0.1 sin t

 , D1 =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

B2 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , B1 = [0 21.6 0 0]T.

外部扰动v(t)满足w t

0
vT(t)v(t)dt < d2.

Φ(x)满足假设条件2,令 e1 = 1, e2 = 4, d = 0.5,
x(0) = [0.7 0.3 0.5 0.4]T.

根据定理2,利用MATLAB得到有限时间H∞状态

反馈控制器增益矩阵K和对称正定矩阵U

K = [−10.7711 −1.6347 6.6961 −1.6619],

U =


0.1995 −0.4815 0.1434 −0.2923

−0.4815 8.7860 −0.0045 −0.0379

0.1434 −0.0045 0.1824 −0.1433

−0.2923 −0.0379 −0.1433 1.2953

 .

从图2可知,系统轨迹x(t)随时间收敛,所求得的
有限时间H∞控制器可以使系统满足均方有限时间有

界和相应的H∞性能.

图 2 柔性连杆机器人系统状态轨迹图
Fig. 2 States trajectories diagram of flexible linkage

robot system

5 结结结论论论

本文研究了一类随机非线性系统的有限时间H∞

控制问题.利用LMI得到系统满足均方有限时间有界
的充分条件,进一步设计了有限时间H∞控制器,使系
统不仅为均方有限时间有界而且满足相应的H∞性能.
最后,通过两个例子验证了所提方法的有效性.在实
际系统中,考虑到随机系统的系统状态有时是不可测
的或不完全可测的,同时考虑非线性项未知的情况下,
利用状态观测器对不可测的系统状态进行估计,并利
用神经网络或模糊方法对非线性项进行处理,这是下
一步将要解决的问题.
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