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摘要:本文研究离散时间切换线性自治系统的输出反馈镇定问题.在切换系统可观测的假设下,设计具有多线性
时变增益的动态观测器,实现有限时间状态估计.在此基础上,设计多路径动态输出反馈切换策略,实现闭环系统指
数收敛.
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1 引引引言言言

切换系统由若干动态子系统和一个在子系统间进

行切换的监控装置组成.这类系统包含连续的系统动
态、离散的逻辑动态及其相互作用,是一类基本而典
型的混合动态系统.在建模层面上,切换系统能够
较精确地描述许多工程系统,例如:具有典型切换
特性的电力电子系统[1–2]、逻辑系统[3–4]、机器人系

统[5]、病毒传播[6]等.此外,切换系统的研究对于深入
理解经典控制理论中一些重要的问题,比如,自适应
控制问题、智能控制问题、鲁棒控制问题等,具有重要
的价值[7–9].
对切换系统的研究自1960年代起就受到一些学者

的关注,并从1990年代起成为国际自动控制界和计算

机界一个持续的研究热点和主流方向.针对切换系统
的稳定性、能控能观测性、二次最优设计等核心问题,
发展了共同Lyapunov方法、多Lyapunov方法、平均方
法等理论工具,这些工具不仅推动切换系统研究取得
重要进展,而且有关理论和方法还成功应用于多智能
体协同控制、信息物理系统等多个新兴领域[10–14].
切换线性系统镇定问题是寻找适当的反馈控制输

入/切换策略使得切换(受控)系统指数稳定.作为切换
动态系统的核心理论难题,切换镇定问题受到广泛关
注[15–20].随着研究的深入,对镇定问题的复杂性有更
深入的理解: 1)可镇定的切换自治系统不一定具有凸
(control-)Lyapunov函数[21],这表明基于凸泛函搜索的
算法设计只能提供镇定问题有解的充分条件; 2)如果
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每个子系统只配置一个线性反馈增益,那么能控性不
足以保证系统可镇定[11].这些内在特征揭示了切换系
统镇定问题具有明确的非凸/非线性/时变特性,表明
镇定问题是深具挑战性的问题.
本文针对没有控制输入的离散时间切换线性自治

系统,寻求适当的切换规则实现切换系统的指数稳定
性.对二阶连续时间切换自治系统,已有可验证的构
造性设计[22–23].对一般连续时间/离散时间切换自治
系统,文献[24]提出分路径状态反馈的切换策略,证明
系统可镇定的充要条件是存在此类切换策略实现系

统稳定.本文考虑系统状态不完全可量测的情形,提
出基于观测器反馈的切换策略,在系统切换可观测的
假设下给出切换线性自治系统的构造性设计.切换系
统的观测器构造设计可以视为反馈镇定设计的对偶

问题,其挑战性包括: 1)对切换系统的反馈镇定问题,
目前的主要成果是针对特定系统类,比如,低阶系统,
尚缺乏针对一般系统的反馈镇定设计方法; 2)对于
Luenburger型观测器,观测器本身就是切换系统,且其
切换信号不独立(与原系统共享切换信号).当把观测
器嵌入切换策略时,必须同时兼顾原系统和观测器系
统,即需要设计同时镇定原系统和观测器系统的共同
切换策略.本文基于对实现能控/能观测切换信号的新
进展[26],提出一类具有时变增益的Luenburger型观测
器,可在有限时间实现对系统状态的无差估计,并在
此基础上发展分路径观测器反馈的切换策略,实现对
原系统和观测器系统的共同镇定.

2 预预预备备备知知知识识识

2.1 系系系统统统描描描述述述

记R是实数集, Rp和Rn×m分别是p维实(列)向量
和n×m实矩阵.记N+是非负整数集.设s1, s2 ∈ N+

且s1 < s2,记

⌊s1, s2⌋ = {s1, · · · , s2 − 1}.

记∥ · ∥为任一给定的向量或矩阵范数.若Γ1和Γ2

是两个集合,则Γ1 − Γ2 = {γ : γ ∈ Γ1, γ /∈ Γ2}.
考虑离散时间切换线性自治系统x(t+ 1) = Aσ(t)x(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
t ∈ N+, (1)

其中: x(t) ∈ Rn是系统状态, σ(t) ∈M
△
= {1, · · · ,

m}是切换信号, y(t) ∈ Rp是系统输出, Ai, Ci, i ∈
M是分别是第i个子系统的状态和输出矩阵.为方便
计,把此系统记为Σ(Ci, Ai)M ,把系统从x(t0) =

x0初始沿切换信号σ的轨线记为ϕ(·; t0, x0, σ).令t0

= 0.
假定系统矩阵已知,系统状态不完全可量测,系统

输出可量测,切换信号是可设计变量.

2.2 切切切换换换路路路径径径

切换路径是定义在有限(离散时间)区间上的时间
驱动切换信号:给定自然数s2 > s1,称θ : ⌊s1, s2⌋ →
M为定义在区间⌊s1, s2⌋上的切换路径.
设θ1和θ2分别是区间⌊s1, s2⌋和⌊s3, s4⌋上的切换

路径,定义其串接为θ1 ⊔ θ2

(θ1 ⊔ θ2)(s) =θ1(s), s ∈ ⌊s1, s2⌋,
θ2(s− s2 + s3), s ∈ ⌊s2, s2 + s4 − s3⌋.

显见,两个切换路径的串接仍为切换路径.多个路
径的串接可循结合律定义.

2.3 状状状态态态观观观测测测器器器

对切换系统(1),当系统状态不完全可量测时,可
通过输出量测获得状态的估计.本文考虑的观测器形
式为

x̂(t+ 1) = Aσ(t)x̂(t) + Lt
σ(t)(y(t)− Cσ(t)x̂(t)).

(2)

观测器与切换系统共享同一切换信号,因此这里
的切换信号不是独立变量.注意到观测器增益矩阵不
仅依赖切换信号,而且是显示依赖时间的,这表明要
为同一个子系统配置多个线性增益矩阵.考虑到系统
初始状态未知,本文设置观测器初态为原点,即x̂(t0)

= 0.把观测器(2)从x̂(t0) = x̂0初始沿切换信号σ的轨

线记为ϕ̂(·; t0, x̂0, σ).
给定切换信号σ,称观测器(2)对系统(1)的观测是

σ–渐近的,如果有

lim
t→+∞

∥ϕ̂(t; t0, x̂0, σ)− ϕ(t; t0, x0, σ)∥ = 0,

∀x0 ∈ Rn.

进一步,如果存在T > t0满足

ϕ̂(t; t0, x̂0, σ) = ϕ(t; t0, x0, σ), ∀t > T, x0 ∈ Rn,

则称此观测器是σ–有限时间观测器.

定定定义义义 1 [11] 称切换系统(1)是可观测的,如果存在
t1 > t0,使得初态x(t0)可由输出y(t), t ∈ [t0, t1)唯一

决定.

2.4 反反反馈馈馈镇镇镇定定定问问问题题题

定定定义义义 2 [24] 称切换系统(1)是可(状态反馈指数)
镇定的,如果存在正实数α < 1, β > 1使得对所有初

态x0 ∈ Rn都存在切换信号σ(t)满足

∥ϕ(t; 0, x0, σ)∥ 6 βαt∥x0∥, ∀t > 0.

引引引理理理 1 [24] 切换系统(1)是可镇定的充要条件是
对任意γ > 0,存在有限个切换路径θi : ⌊s1i , s2i ⌋→M ,
i = 1, · · · , l,满足
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l

min
i=1

∥ϕ(s2i ; s1i , x0, θi)∥ 6 γ∥x0∥, ∀x0 ∈ Rn. (3)

定定定义义义 3 称切换系统(1)是可动态输出反馈镇定
的,如果存在正实数α < 1, β > 1及状态观测器(2)使
得对所有初态x0 ∈ Rn都存在观测器驱动切换信号

σ(t)满足

∥ϕ(t; 0, x0, σ)∥ 6 βαt∥x0∥, ∀t > 0.

本文探讨的反馈镇定问题是寻求适当的基于观测

器的切换策略使得增广系统(1)–(2)是指数稳定的.

3 主主主要要要结结结果果果

假假假设设设 1 切换系统(1)是可镇定的.

假假假设设设 2 切换系统(1)是可观测的.

由切换系统可观测性质[11],存在j1 ∈ M , p维行向
量Hj1 ,及矩阵集Gi ∈ Rn×p, i ∈ M使得切换系统x̄(t+ 1) = Āσ(t)x̄(t),

ȳ(t) = C̄σ(t)x̄(t)
(4)

是可观测的,其中 Āi = Ai +GiCi, i ∈ M, C̄j1 =

Hj1Cj1 , C̄i = 0, i ∈M − {j1}.
由切换系统(4)的可观测性,应用可控性与可观测

性的对偶原理,利用文献[17, 25]的结果,可构造实现

系统可观测性的切换路径.具体的,存在s 6 n(n+1)

2
− 1,及切换路径θ : ⌊0, s⌋ → M ,使得观测矩阵

C̄θ(0)

C̄θ(1)Ψ(θ, 1)
...

C̄θ(s)Ψ(θ, s)


列满秩,其中:

Ψ(θ, k) = Āθ(k−1) · · · Āθ(0), k = 1, · · · , s.

由此可知,存在自然数列η1 < · · · < ηn 6 s满足

θ(ηi) = j1, i = 1, · · · , n,且矩阵

W =


C̄j1Ψ(θ, η1)

...
C̄j1Ψ(θ, ηn)


是非奇异方阵.
令P = Āj1 ,及

Qk = Āθ(ηk+1−1) · · · Āθ(ηk), k = 1, · · · , n− 1,

则有

W =


C̄j1

C̄j1Q1P
...

C̄j1Qn−1P · · ·Q1P

Ψ(θ, η1).

记[ξ1 · · · ξn] = (WΨ(θ, η1))
−1,即ξk是逆矩阵

(WΨ(θ, η1))
−1的第k列.定义行向量

υ1 = −Pξ1,

υ2 = −PQ1Pξ2,
...

υn = −PQ1 · · ·PQn−1Pξn.

(5)

定义η′
k = ηk − η1, k = 1, · · · , n,及切换路径

θ0(t) = θ(t+ η1), t ∈ ⌊0, η′
n⌋. (6)

进一步,定义观测器(2)的时变增益矩阵

Lt
k =

−Gj1 + υn+1−kHj1 , t = η′
k, k = 1, · · · , n,

−Gθ0(t), 其他.

(7)

定定定理理理 1 考虑增广系统(1)–(2).在假设2下,设计
切换律(6)和增益矩阵(7),则有x̂(η′

n) = x(η′
n).

证 定义估计误差x̃ = x̂− x.显见

x̃(t+ 1) = (Aσ(t) − Lt
σ(t)Cσ(t))x̃(t) =

(Āσ(t) − L̄t
σ(t)C̄σ(t))x̃(t), t ∈ N+, (8)

其中

L̄t
k =

υn+1−k, t = η′
k, k = 1, · · · , n,

0, 其他.

于是

x̃(η′
n) = (P − L̄η′

n
n C̄j1)Qn−1(P − L̄

η′
n−1

n−1 C̄j1)Qn−2×

(P − L̄
η′
2

2 C̄j1) · · ·Q1(P + L̄
η′
1

1 C̄j1)x̃(0) =

(P − υnC̄j1)Qn−1 · · ·Q1(P − υ1C̄j1)x̃(0).

结合式(5)(7),参考文献[26, Thm. 1]的推导,可以
得到

(P − υnC̄j1)Qn−1 · · ·Q1(P − υ1C̄j1) = 0. (9)

证毕.

注注注 1 由估计误差动态(8)可知,当估计误差在某一时

刻为零,则误差在其后的所有时刻都为零.这表明观测器(2)

是θ0–有限时间观测器.

定定定理理理 2 在假设1–2下,切换系统(1)是可动态输
出反馈镇定的.

证 记Φ为切换系统(1)沿切换律(6)的状态转移
矩阵,即

ϕ(t; 0, x0, σ) = Φ(t; 0, σ)x0, ∀t = 0, · · · , η′
n, x0.

令λ = ∥Φ(η′
n; 0, θ0)∥.由假设1,根据引理1,存在

自然数l,及切换路径θ̄i : ⌊0, µi⌋ → M , i = 1, · · · , l,
满足

l

min
i=1

∥ϕ(µi; 0, x0, θ̄
i)∥ 6 1

λ+ ϵ
∥x0∥, ∀x0,
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其中ϵ是任意给定的正实数.
定义切换路径

θ̃i = θ0 ⊔ θ̄i, i = 1, · · · , l.

显见θ̃i是定义在⌊0, µ′
i⌋上的,这里µ′

i = µi + η′
n,

i = 1, · · · , l.由

Φ(µ′
i; 0, θ̃i) = Φ(µi; 0, θ̄i)Φ(η

′
n; 0, θ0), i = 1, · · · , l,

可知

∥Φ(µ′
i; 0, θ̃i)∥ 6 λ∥Φ(µi; 0, θ̄i)∥, i = 1, · · · , l,

及
l

min
i=1

∥Φ(µ′
i; 0, θ̃i)∥ 6 λ

λ+ ϵ
< 1.

这表明切换路径集{θ̃1, · · · , θ̃l}是系统(1)的压缩
路径集[24].
迭代定义分路径观测器反馈的切换信号及对应的

观测器增益

ik+1 = arg
l

min
j=1

{∥ϕ(µ′
j; 0, x̄k, θ̃j)∥ 6 λ∥x̄k∥

λ+ ϵ
},

tk+1 = tk + µ′
ik+1

,

θ(t) = θ̃ik+1
(t− tk), t ∈ ⌊tk, tk+1⌋,

Lt
ι=


−Gθ0(t), t /∈ {tk + η′

τ ,

τ=1, · · · , n},
−Gj1+υn+1−ιHj1 , t = tk + η′

ι,

xk+1 = ϕ(tk+1; tk, θ, xk),

x̂k+1 = ϕ̂(tk+1; tk, θ, x̄k).

(10)

由定理1可以得到

ϕ(t0 + η′
n; t0, θ, x0) = ϕ̂(t0 + η′

n; t0, θ, x̄0).

进一步,由式(8)可知

ϕ(t; t0, θ, x0) = ϕ̂(t; t0, θ, x̄0), ∀t > η′
n. (11)

故而

∥xk+1∥ 6 λ∥x̄k∥
λ+ ϵ

, k = 1, 2, · · · .

这表明状态序列x1, x2, · · ·是指数收敛的.考虑到

tk+1 − tk 6 l
max
i=1

µ′
i, ∀k ∈ N+,

容易证明系统轨线x(t), t∈N+是指数收敛的.再由式
(11)易知观测器状态轨线x̂(t), t ∈ N+也是指数收敛

的. 证毕.

注注注 2 定理2给出的观测器和切换策略设计是交互式

递推定义.首先,解决基于分路径状态反馈的镇定问题,获得

一组满足状态模压缩的切换路径;再寻求实现可观测性的切

换路径.将这两组路径进行适当组合,获得一组既满足模压缩

又实现可观测性的(共同)路径集.实现动态观测器反馈的切

换策略是对共同路径集通过特定时刻(t0, t1, · · · )观测器状态

进行反馈,从公共路径集中选择对观测器状态模压缩的路径,

由此迭代获得定义在时间空间(N+)上的切换策略.观测器增

益矩阵是准周期选定的:在⌊tk, tk+1⌋的子区间⌊tk, tk + η′n⌋

依次选定n个时刻施予不同增益,其余时间的增益均为零.

4 示示示例例例

考虑包含两个子系统的二阶切换系统(1),其中:

A1 =

[
1.5 0

0 0.1

]
, C1 = [1 0],

A2 =

1.2 cos(
5

8
π) −1.2 sin(

5

8
π)

1.2 sin(
5

8
π) 1.2 cos(

5

8
π)

 , C2 = [0 0].

容易验证此系统可观测,可镇定,但不存在凸(con-
trol-)Lyapunov函数[21].
经计算可知

rank

[
C1

C1A2

]
= 2,

由此可获得可观测切换路径

θ0 = (1, 2, 1)

及

υ1 =

[
1.5

−0.6213

]
, υ2 =

[
1.5

0.0414

]
.

另一方面,可以求得具有状态模压缩性质的切换
路径

θ̄1 = (1, 2, 1),

θ̄2 = (2, 2, 1),

θ̄3 = (2, 1, 2, 1).

基于上述推导,可以通过式(10)迭代给出观测器
和切换策略设计.

给定初态x0 =

[
1

−1

]
.图1给出了系统轨线、观测

器轨线及对应的切换信号.可以看出,系统轨线指数
收敛,观测器轨线和系统轨线在第4 s及以后重合.
为展示本文设计方案的鲁棒性能,假设系统受到

(时变/状态依赖)混合干扰

x(t+ 1) = Aσ(t)x(t) +

cosx2(t)

1 + t
e−tx1(t)

 .

图2给出了对应的系统轨线、观测器轨线及对应的
切换信号.尽管系统出现更大的超调,系统轨线仍指
数收敛.

5 结结结语语语

针对离散时间切换线性自治系统,在系统可观测
的假设下,设计了一类具有时变增益的切换观测器,
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证明观测器可在有限时间内获得系统状态的精确估

计.进一步,在系统可镇定的假设下,设计了基于分路
径观测器驱动的切换策略,证明系统轨线指数收敛.

所给出的观测器设计和切换信号设计是构造性的.仿
真示例表明本文提出的设计方案是可行性,同时具有
一定的鲁棒性.
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图 1 系统轨线、观测器轨线及切换信号
Fig. 1 State, observer, and switching signal

−4

−2

0

2

4

−4

−2

0

2

4

1.0

1.5

2.0

1050 15 20 25 30 35

1050 15 20 25 30 35

1050 15 20 25 30 35

 / s

 / s

 / s

图 2 受扰的系统动态
Fig. 2 Disturbed dynamics
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of an algorithm for the stabilisation of switched systems with un-
bounded perturbations. International Journal of Control, 2017, 90(5):
961 – 973.

[10] LIBERZON D. Switching in Systems and Control. Boston: Birkhaus-
er, 2003.

[11] SUN Z, GE S S. Switched Linear Systems: Control and Design. Lon-
don: Springer, 2005.

[12] ZHANG W, ABATE A, HU J H, et al. Exponential stabilization
of discrete-time switched linear systems. Automatica, 2009, 45(11):
2526 – 2536.

[13] XUE M, TANG Y, REN W, et al. Stability of multi-dimensional
switched systems with an application to open multi-agent systems.
arXiv Preprint. ArXiv: 2001.00435, 2020.

[14] ZHAI L, VAMVOUDAKIS K G. Data-based and secure switched
cyber-physical systems. Systems & Control Letters, 2021, 148:
104826.

[15] BRANICKY M S. Multiple Lyapunov functions and other analysis
tools for switched and hybrid systems. IEEE Transactions on Auto-
matic Control, 1998, 43(4): 475 – 482.

[16] BACCIOTTI A. Stabilization by means of state space depending
switching rules. Systems & Control Letters, 2004, 53(3/4): 195 – 201.

[17] XIE G, WANG L. Periodic stabilizability of switched linear control
systems. Automatica, 2009, 45(9): 2141 – 2148.

[18] LIN H, ANTSAKLIS P J. Stability and stabilizability of switched
linear systems: A survey of recent results. IEEE Transactions on Au-
tomatic Control, 2009, 54(2): 308 – 322.

[19] SUN Z, GE S S. Stability Theory of Switched Dynamical Systems.
London: Springer, 2011.

[20] FIACCHINI M, JUNGERS M, GIRARD A. Stabilization and control
Lyapunov functions for language constrained discrete-time switched
linear systems. Automatica, 2018, 93(1): 64 – 74.

[21] BLANCHINI F, SAVORGNAN C. Stabilizability of switched linear
systems does not imply the existence of convex Lyapunov functions.
Automatica, 2008, 44(4): 1166 – 1170.

[22] XU X, ANTSAKLIS P J. Stabilization of second-order LTI switched
systems. International Journal of Control, 2000, 73(14): 1261 –
1279.

[23] YANG Y, XIANG C, LEE T H. Necessary and sufficient condition-
s for regional stabilisability of second-order switched linear systems
with a finite number of subsystems. Automatica, 2014, 50(3): 931 –
939.

[24] SUN Z. Stabilizing switching design for switched linear systems:
A state-feedback path-wise switching approach. Automatica, 2009,
45(7): 1708 – 1714.

[25] JI Z, FENG G, GUO X. A constructive approach to reachability re-
alization of discret-time switched linear systems. Systems & Control
Letters, 2007, 56(11/12): 669 – 677.

[26] ZHU Y, SUN Z. Stabilizing design for discrete-time reversible
switched linear control systems: A deadbeat control approach. Au-
tomatica, 2021, 129: 109617.

作者简介:
孙孙孙振振振东东东 教授,目前研究方向为混合动态系统的控制综合, E-mail:

zhendong.sun@amss.ac.cn;

王王王苗苗苗苗苗苗 从事中国科学院数学与系统科学研究院系统控制重点实

验室博士后工作,目前研究方向为混合动态系统的控制与优化, E-mail:

mmwang@amss.ac.cn.


