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摘要:本文考虑利用多个自主式水下航行器(AUV)实现流场估计,提出了一种基于树型网络的分布式方法来估计
水下流场.在本文中,借助绝对运动积分误差和相对运动积分误差,流场估计问题被描述为求解一个以未知流场为
变元的非线性方程组.继而本文在多AUV系统内建立一个低通讯成本的树型网络,并在该网络上运行一种分布式
算法以求解与流场估计相关的非线性方程组.在该算法中,每个AUV将当前的流场估计值连续地投影到自身拥有
的约束方程的解集中,并通过扩散和池化两个步骤在树型网络间传递流场估计值.本文证明了上述算法的收敛性,
并通过仿真实验验证了所述分布式协同流场估计方法的有效性.
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Abstract: This paper considers the use of multiple autonomous underwater vehicles (AUVs) to estimate the flow field,
and proposes a distributed method based on a tree-structure network to estimate the underwater flow field. In this paper, the
flow field estimation problem is described as solving a nonlinear equation system with the unknown flow field as argument
using absolute motion-integration error and relative motion-integration error. Then this paper establishes a tree-structure
network with low communication cost in the multi-AUV system to run a distributed algorithm to solve the nonlinear
equation system related to the flow field estimation. In this algorithm, each AUV continuously projects current flow field
estimation value to the solution set of its own constraint equations. And through the two steps of dispersion and pooling,
the flow field estimation value is transferred within the tree-structure network. This paper proves the convergence of the
proposed algorithm, and the effectiveness of the distributed cooperative flow field estimation method is verified through
simulation experiments.
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1 引引引言言言

近年来,自主式水下航行器(autonomous under-
water vehicle, AUV)由于其可靠性高、成本低、灵活性
强等特点,被广泛应用于各种海洋场景任务,包括环

境监控与探测、海洋搜寻与营救、监管与安全等短期

或长期任务[1].在这些任务中,如何使AUV在陌生的
水下环境中仍沿着预定轨迹行驶是一个至关重要的

问题[2].然而AUV在水中的位置不可避免地受到水下
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流场的影响,而且由于GPS定位信号无法到达水下,
通常AUV要根据所在水域的先验流场信息来估计自
身位置并进行水下导航[3].
为获得水下流场信息,单AUV流场估计主要借助

于解析流模型(flow-based model, AFM)[4–5]和计算流

体动力学(computational fluid dynamics, CFD)[6–7].解
析流模型易于实现且成本较低,但只适用于特定形状
的AUV.如DeVries等[4]利用势流理论对机翼型AUV
周围的流场进行建模,使用一种递归贝叶斯滤波算法
来融合AUV体表传感器阵列采集到的流速信息,以此
估计出周围流场.但文献[4]中的结论不能泛化到其他
形状的AUV.相对地,计算流体动力学适用于任意形
状的AUV的流场建模,但往往面临过高的计算量.此
外,单AUV流场估计通常需要在AUV体表安装传感
器阵列来测量局部流速和压强,硬件成本较高.并且,
单AUV难以胜任大范围的流场估计任务.
随着多水下机器人协同控制技术研究的发展[8],

已有研究人员将多AUV系统应用于大范围的海洋流
场估计任务.其中,受到计算机层析成像(computer-
ized tomography, CT)[9]方法的启发, Chang等[10]提出

了运动层析成像(motion tomography, MT)方法,利用
多AUV来测量目标海域的某一深度的平均流场.
MT方法考虑水下流场对AUV轨迹的影响,将AUV真
实出水位置与预测出水位置之间的误差定义为运动

积分误差 (motion-integration error).运动积分误差的
存在是由于真实流场与预测流场不一致,其值可表示
为以流场为变元的积分.基于此, MT方法将流场估计
问题描述为一个欠定非线性估计问题.为了进一步提
升MT方法估计流场的准确度, Shi等[11]考虑AUVs在
水下航行过程中可以测得与其相邻AUV之间的相对
位置,并定义了相对运动积分误差(relative motion-
integration error),给原欠定非线性问题[10]以更多的约

束,从而提升了流场估计的准确度.
文献[10–11]分别提出一种行迭代算法来求解与

MT相关的非线性方程组.但这些算法是在集中式框
架中开发的,需要将所有数据汇总到一台中央计算机
进行统一计算.当多AUV系统遇到应用规模较大、通
信能力有限或是涉及数据隐私的情况,集中式计算将
不能满足任务要求.因此本文考虑分布式流场估计.
本文基于Shi等[11]的研究成果,仍然将流场估计问

题描述为求解与绝对运动积分误差和相对运动积分

误差相关的非线性方程组.受启发于文献[12–13]所提
出的一种用于求解线性方程组Ax− b = 0的基于树

型网络的分布式Kaczmarz算法,本文将每个AUV视
为网络中的一个节点,并根据AUV间的相对位置测量
关系和通信成本,确定这些节点间的连接方式,最终
形成一个树型网络.进一步地,本文将文献[14–15]所
讨论的一种非线性Kaczmarz迭代法推广到上述树型

网络中,在分布式框架下求解与流场估计相关的非线
性方程组.在所提出的算法中,每个AUV利用自身拥
有的约束方程来更新流场估计值,然后通过扩散与池
化步骤在树型网络间传递流场估计值,最终成功估计
出真实流场.
事实上,首个分布式MT流场估计方法由Chang

等[16]提出,其基于一致性原理将文献[10]中的集中
式MT方法迁移到分布式框架中.但该方法要求AUV
网络对应的加权增广邻接矩阵为双随机矩阵,这导致
网络的扩展性、灵活性较差.而本文采用基于树型网
络的分布式结构,可以方便地在网络中加入新分支或
新节点,因而允许根据实际需求(例如希望整个网络的
通信成本最低)调整树型网络的具体拓扑结构来运行
分布式流场估计算法.
本文的主要贡献如下:第一,本文考虑了相对位置

测量,相比于已有的分布式MT流场估计方法[16],可以
获得更高的流场估计精度;第二,文本提出一种基于
树型网络的分布式算法求解与流场估计相关的非线

性方程组,避免了集中式计算的缺点.并且算法只要
求分布式网络具有树型拓扑结构,而对树型网络的具
体形状无任何要求,可以灵活适应各种工程需求;第
三,本文证明了在容易满足的假设条件下,所提出的
分布式协同流场估计算法得到的流场估计值会收敛

至真实流场值.相对地,文献[10–11]的收敛性证明都
基于一个强假设,实际应用时难以保证该强假设的成
立.而文献[16]只分析了分布式算法在线性情况下的
收敛性,对于非线性情况并没有给出严格的收敛性证
明.
后文的主要内容总结如下:第2节讨论了与MT流

场估计问题相关的背景与预备知识,并总结出与协同
流场估计相关的非线性方程组;第3节首先介绍所述
树型网络的生成方法及其特征,接着给出基于树型网
络的分布式协同流场估计算法的详细流程;第4节证
明了所提出算法的收敛性;第5节通过仿真实验进一
步验证算法的有效性;最后第6节对全文进行总结,并
给出未来工作的方向.

2 背背背景景景与与与问问问题题题描描描述述述

2.1 航航航行行行器器器在在在流流流场场场中中中的的的水水水平平平运运运动动动

本文考虑N个航行器V = {v1, · · · , vN}在某一深
度的水下区域D ⊂ R2中航行.航行器在水下航行过
程中能够通过超短基线(ultra-short baseline, USBL)定
位系统或其他声学定位系统测得与其相邻航行器之

间的相对位置.令N i
M表示航行器vi的测量邻居集合.

若vj ∈ N i
M,则vi会在水下航行过程中测量与vj的相

对位置.值得注意的是, N i
M可以为空集.

为了分析流场区域D中的流场对航行器运动轨迹
的影响,使用具有恒定对水速度νci的一阶粒子模型对
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航行器的运动进行建模.令t ∈ [0,∞)表示时间,并定
义T := [t0, tf ]为观察间隔.令ri(t) ∈ D表示航行器
vi的真实位置, rij(t) := rj(t)− ri(t)表示航行器vi
和vj之间的相对位置.本文假设航行器vi的真实位置
ri(t)仅在t = t0和t = tf时刻可测,此时航行器位于
水面,可以接收到GPS信号.为简约起见,在不引起歧
义的情况下, (t)在叙述中略去.

注注注 1 为了讨论方便,假设航行器vi的对水速度νci不

随时间变化,同时假设所有航行器的入水和出水时间相同.但

后文的讨论仍然适用于νci (t)随时间变化,以及各航行器的入

水和出水时间不相同的情况.

本文考虑流场f在观察间隔T内是时不变的,可将
其表示为以r为变元的函数,即f = f(r).若已知真
实流场f(r),则在T内航行器vi的真实位置ri和真实

相对位置rij可按下式计算:

ṙi = νci

[
cos θi
sin θi

]
+ f(ri), (1)

ṙij = νcj

[
cos θj
sin θj

]
+ f(rj)− νci

[
cos θi
sin θi

]
− f(ri).

(2)

上式中θi为航行器vi的航向角度.本文假设θi可以
通过罗盘准确测得.由于真实流场f(r)是未知的,因
而无法计算出航行器的真实轨迹.但在流场估计任务
开始前,航行器可以根据预测流场f̃(r̃)计算出各自的

预测轨迹.预测位置r̃i和预测相对位置r̃ij按下式计

算:

˙̃ri = νci

[
cos θi
sin θi

]
+ f̃(r̃i), (3)

˙̃rij = νcj

[
cos θj
sin θj

]
+ f̃(r̃j)− νci

[
cos θi
sin θi

]
− f̃(r̃i).

(4)

为方便讨论,本文中令f̃(r̃i) = 0.但后文的所有
讨论仍然适用于式(3)–(4)中预测流场f̃(r̃i) ̸= 0的情

况.
定义观察间隔T内的绝对运动积分误差di为

di :=
w tf

t0
(ṙi(t)− ˙̃ri(t))dt = ri(t

f )− r̃i(t
f ) =

w tf

t0
f(ri)dt. (5)

由于t = tf时刻的真实出水位置ri(t
f )可以通过

GPS获得,而预测出水位置r̃i(t
f )可以通过计算得到,

所以di是可知的.
再定义T h := [t0, th] ∈ T期间内航行器vi和vj的

相对运动积分误差µh
ij为

µh
ij :=

w th

t0
(ṙij(t)− ˙̃rij(t))dt = rij(t

h)− r̃ij(t
h) =

w th

t0
(f(rj)− f(ri))dt. (6)

由于rij(t
h)可以通过实际测量获得,而r̃ij(t

h)可

以通过计算得到,所以µh
ij也是可知的.

2.2 协协协同同同流流流场场场估估估计计计问问问题题题的的的描描描述述述

2.2.1 区区区域域域网网网格格格化化化

理论上,无法获得连续流场在所有位置r上的估计

值.在下面的讨论中,用一离散化网格流场近似连
续流场,通过减小网格的大小,可以更逼近连续流场.
将水平区域D分割成P = A × B个单元格(图1),令
D(a,b)表示第(a, b)个单元格,其中a ∈ {1, 2, · · · , A},
b ∈ {1, 2, · · · , B}.定义索引值 ι := (a−1)B + b,则
Dι ≡ D(a,b), ι ∈ {1, 2, · · · , P}.考虑单元格Dι内的

流速是恒定的,记为f ι := [f ι
x f ι

y]
T,其中f ι

x, f
ι
y分别

代表f ι的x和y分量.将所有单元格的流速值堆叠起来
得到f̄ :=[f̄x f̄y],其中f̄x :=[f1

x f2
x · · · fP

x ]T, f̄y :=

[f1
y f2

y · · · fP
y ]T.此外,本文假设航行器vi在Dι内

的航向角是恒定的,记为θιi .因此航行器在D
ι内的轨

迹可被近似为直线段,在整个区域D上的轨迹被近似
为折线段.

图 1 协同流场估计示意图
Fig. 1 Illustration of the cooperative flow field estimation

令γi := {ri(t)}t∈T : T →D表示航行器vi在观察
间隔T内的运动轨迹,定义其弧长参数为ℓi,则

dℓi = νi(f(ri))dt, t ∈ [t0, tf ], (7)

其中νi(f(ri))表示航行器vi沿着轨迹γi在ri处的对地

速度

νi(f(ri)) = ∥ṙi∥ = ∥νci

[
cos θi
sin θi

]
+ f(ri)∥. (8)

将式(7)代入式(5),得

di(γi, T ) =
w
γi

1

νi(f(ri))
f(ri)dℓi. (9)
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考虑流场对航行器轨迹的累积影响,定义航行器
vi在D

ι内的轨迹γι
i的长度为L

ι
i = Lι

i(f̄)

Lι
i(f̄) =

w
γι
i

dℓi. (10)

若航行器vi的轨迹不经过D
ι,则Lι

i(f̄) = 0.将上
式代入式(9)并按x和y分量展开,得到绝对运动积分
误差的离散表达式

di,x =
P∑
ι=1

Lι
i(f̄)

νιi (f
ι)
f ι
x, di,y =

P∑
ι=1

Lι
i(f̄)

νιi (f
ι)
f ι
y, (11)

其中νιi (f
ι)为航行器vi在D

ι内的对地速度.由前文分
析可知, νιi (f

ι)是个定值.构造矢量

Ti(f̄) = [
L1

i (f̄)

ν1i (f
1)

L2
i (f̄)

ν2i (f
2)

· · · LP
i (f̄)

νPi (f
P )

]. (12)

则式(11)可以重新写成

Ti(f̄)f̄x − di,x = 0, Ti(f̄)f̄y − di,y = 0. (13)

注意到矢量Ti(f̄)的第ι个元素的分子L
ι
i(f̄)表示

航行器vi在网格D
ι内的轨迹长度,分母νιi (f

ι)表示vi

在网格Dι内的速度,因而Ti(f̄)的第ι个元素表示航行

器vi在D
ι内的航行时间.

至此,式(13)建立了与绝对运动积分误差di相关

的非线性方程组.

2.2.2 相相相对对对运运运动动动积积积分分分误误误差差差的的的离离离散散散化化化

假设航行器vi的轨迹先后经过Si + 1个单元格,记
为{D1

i , D
2
i , · · · , DSi+1

i }.令tsi ∈ {t1i , t2i , · · · , tSi

i }表
示航行器vi离开D

s
i的时刻.因为tsi受整个流场的累积

影响,所以tsi是流场f̄的函数,即tsi = tsi (f̄).航行器vi
和vj ∈ N i

M在T s
i := [t0, tsi ]期间内的相对运动积分误

差也可以显式表示为f̄的函数,即µs
ij = µs

ij(f̄).根据
式(6),有

µs
ij(f̄) =

w tsi

t0
(f(rj)− f(ri))dt. (14)

令γs
ii := {ri(t)}t∈T s

i
, γs

ij := {rj(t)}t∈T s
i
分别表

示航行器vi和vj在T s
i 期间内的运动轨迹,并定义其弧

长参数ℓsii, ℓ
s
ij为

dℓsii := νi(f(ri))dt, t ∈ [t0, tsi ],

dℓsij := νj(f(rj))dt, t ∈ [t0, tsi ].

将上式代入式(14)得

µs
ij =

w
γs
ij

f(rj)

νj(f(rj))
dℓsij −

w
γs
ii

f(ri)

νi(f(ri))
dℓsii.

(15)

模仿式(10), T s
i 期间内航行器vi在D

ιi内的轨迹

γs,ιi
ii 和航行器vj在D

ιj内的轨迹γ
s,ιj
ij 的长度(图1)分别

为

Ls,ιi
ii (f̄) =

w
γ
s,ιi
ii

dℓsii, L
s,ιj
ij (f̄) =

w
γ
s,ιj
ij

dℓsij.

将上式代入式(15),得

µs
ij(f̄) =

P∑
ι=1

(
Ls,ι

ij (f̄)

νιj(f
ι)

− Ls,ι
ii (f̄)

νιi (f
ι)
)f ι. (16)

根据式(6)(14), µs
ij(f̄)也可以写成

µs
ij(f̄) = rij(t

s
i (f̄))− r̃j(t

s
i (f̄)) + r̃i(t

s
i (f̄)).

(17)

对每个航行器vi和它的相邻航行器vj ∈ N i
M,定

义

T s
ii(f̄) = [

Ls,1
ii (f̄)

ν1i (f
1)

Ls,2
ii (f̄)

ν2i (f
2)

· · · Ls,P
ii (f̄)

νPi (f
P )

],

T s
ij(f̄) = [

Ls,1
ij (f̄)

ν1j (f
1)

Ls,2
ij (f̄)

ν2j (f
2)

· · ·
Ls,P

ij (f̄)

νPj (f
P )

].

将上式代入式(16)后联立式(17),并按x和y分量
展开,可得与相对运动积分误差相关的方程Rs

ix(f̄ , t
s
i (f̄))−Qs

jx(f̄ , t
s
i (f̄)) = 0,

Rs
iy(f̄ , t

s
i (f̄))−Qs

jy(f̄ , t
s
i (f̄)) = 0,

(18)

其中:

Qs
jx(f̄ , t

s
i (f̄)) = T s

ij(f̄)f̄x + r̃j,x(t
s
i (f̄)), (19)

Rs
ix(f̄ , t

s
i (f̄)) = T s

ii(f̄)f̄x + r̃i,x(t
s
i (f̄))+

rij,x(t
s
i (f̄)). (20)

将上式中下标x替换成y即可得到Qs
jy(f̄ , t

s
i (f̄)),

Rs
iy(f̄ , t

s
i (f̄)).注意到在分布式框架中,航行器vi不拥

有vj的朝向角、对水速度等信息,因而vi无法在本地
计算出Qs

jx(f̄ , t
s
i (f̄)).但是给定f̄和tsi (f̄)后,航行器

vi和vj可以分别在本地计算出R
s
ix(f̄ , t

s
i (f̄))和Q

s
jx(f̄ ,

tsi (f̄)).对于R
s
iy(f̄ , t

s
i (f̄)), Q

s
jy(f̄ , t

s
i (f̄))同理.

至此,式(13)(18)借助di, µs
ij建立了以f̄为变元的

非线性方程组.下一节将设计一种基于树型网络的分
布式算法来求解该非线性方程组,并得到待求流场f̄ .

3 基基基于于于树树树型型型网网网络络络的的的分分分布布布式式式流流流场场场估估估计计计

3.1 最最最小小小生生生成成成树树树的的的生生生成成成方方方式式式

在所有航行器浮出水面后,每个航行器都执行如
下步骤:

1) 搜索通信范围内的航行器,并建立通信连接.
2) 通过GPS获得自身与通信邻居之间的距离,并

将该距离作为相应通信连接的权值.
3) 如果自身测量了与通信邻居的相对位置,则将

对应通信连接的权值置为一个极小值(例如将权值除
以一个大数).

4) 运行文献[17]中的分布式最小生成树生成算
法.
下面对上述过程进行详细解释.令有向图GM =

(V, EM)表示航行器间的相对位置测量关系.其中: V
表示N个航行器(节点),有向边⟨i, j⟩ ∈ EM表示航行
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器vi测量了与vj的相对位置.值得注意的是, GM甚至

可以不满足弱连通性.再令无向图GC(V, EC)表示航行

器间的通信网络.其中:无向边(i, j) ∈ EC表示航行器

vi和vj可以双向通信.所述通信网络是通过合并所有
航行器的通信连接而建立起来的,但是每个航行器都
只知道自己的通信邻居.本文假设静态通信网络GC是

连通的,这是对任意分布式系统的基本要求. EC中边

的权值通过上述4个步骤确定.最终,通过运行文献
[17]的分布式算法获得GC的最小生成树GU(V, EU).
令N i

U = {vj ∈ V|(i, j) ∈ EU}表示vi在GU中的邻居

集合.下文提出的分布式流场估计算法,正是运行在
最小生成树GU上.图2为生成最小生成树的一个示例.

图 2 最小生成树示意图
Fig. 2 Illustration of the generation of the minimum

weight spanning tree

下面说明GU(V, EU)作为树型网络的特点与性质.
用vi和vj表示树中的任意节点, vr表示树的唯一根节
点.若vi处在vr到vj的通路上,则称vi为vj的上级节
点,记作vi ≺ vj .相应地, vj称为vi的下级节点,记作
vj ≻ vi.若vj ≻ vi且(j, i) ∈ EU ,那么称vj为vi的直接
下级节点.节点vi的直接下级节点集合记为C(vi).没
有下级节点的节点称为叶节点vl,并定义GU的叶节点

集合为L = {vl1 , vl2 , · · · , vlζ},其中ζ为树网络GU中

叶节点的个数.
对于∀vj ∈ C(vi),定义边(j, i)的非负权重为

ω(j, i) = |C(vi)|−1. (21)

则对任意vi /∈ L,有
∑

vj∈C(vi)

ω(j, i) = 1.若vj ≻ vi

但vj /∈ C(vi),则定义

ω(j, i) :=
M−1∏
m=1

ω(jm, jm+1), (22)

其中: vj = vj1 , vj2 , · · · , vjM = vi是vj到vi的唯一通

路.结合式(21)(22),通过归纳法易得∑
vl∈L

ω(l, r) = 1. (23)

3.2 基基基于于于树树树型型型网网网络络络的的的分分分布布布式式式协协协同同同流流流场场场估估估计计计算算算法法法

为方便讨论,暂时省略方程(13)(18)的下标x和y.
则航行器vi拥有的与未知流场f̄相关的非线性方程组

表示为

Ti(f̄)f̄ − di = 0, (24)

Rs
i (f̄ , t

s
i (f̄))−Qs

j(f̄ , t
s
i (f̄)) = 0, (25)

其中: vi ∈ V , vj ∈ Ni, s ∈ {1, 2, · · · , Si}, Ni =N i
M

∩ N i
U .注意, Ni可能为空.将所有航行器拥有的方程

组堆叠起来,就得到与未知流场f̄相关的总非线性方

程组.后文将证明,只要所得到的总非线性方程组中
线性无关的方程个数等于待求流场f̄的维度P ,则通
过所提出的分布式算法可以求解出真实流场f̄∗.
为描述方便,先作如下定义:

hi(f̄) := Ti(f̄)f̄ − di,

hs
ij(f̄) := Rs

i (f̄ , t
s
i (f̄))−Qs

j(f̄ , t
s
i (f̄)). (26)

算法的每一轮迭代都包含扩散阶段(dispersion
stage)与池化阶段(pooling stage)(图3).其中第k轮迭
代从估计值f̄k开始并在树网络的根节点令f̄k

r = f̄k.
每个节点vi从它的直接上级节点接收最新的流场估计

值作为输入,然后将其顺序投影到自身拥有的约束方
程(24)–(25)的解集合中,即

f̄n+1
i = f̄n

i − λn
i

hi(f̄
n
i )

∥∇f̄hi(f̄n
i )∥2

∇f̄hi(f̄
n
i ), (27)

f̄n+1
i = f̄n

i − λn
i

hs
ij(f̄

n
i )

∥∇f̄h
s
ij(f̄

n
i )∥2

∇f̄h
s
ij(f̄

n
i ), (28)

最终迭代得到f̄k
i .接着,节点vi将f̄k

i 传递给C(vi).该
步骤持续进行直到每个叶节点vl都计算出最新的流场

估计值f̄k
l .上述过程称为扩散阶段.下一阶段为池化

阶段.对于每个叶节点vl ∈ L,令xk
l = f̄k

l .对所有vi
/∈ L,按下式更新估计值:

xk
i =

∑
vj∈C(vi)

ω(j, i)xk
j . (29)

该过程持续进行到根节点并得到xk
r .令f̄k+1 =

xk
r ,至此一轮完整的迭代结束.

图 3 基于树型网络的分布式流场估计算法示意图
Fig. 3 Illustration of the distributed flow field estimation al-

gorithm based on the tree-structure network

式(27)–(28)中的松弛参数λn
i ∈ (0, 2),并且梯度
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向量∇f̄hi(f̄)按下式计算:

∇f̄hi(f̄) = [
∂hi(f̄)

∂f1

∂hi(f̄)

∂f2
· · · ∂hi(f̄)

∂fP
]T,

(30)

∂hi(f̄)

∂f ι
= lim

∆fι→0

hi(f̄ +∆f̄ ι)− hi(f̄ −∆f̄ ι)

2∆f ι
,

(31)

其中: ∆f̄ ι = [0 · · · ∆f ι · · · 0]T, ι ∈ {1, · · · , P}.
对于梯度向量∇f̄h

s
ij(f̄),有

∇f̄h
s
ij(f̄) = ∇Rs

i (f̄ , t
s
i (f̄))−∇Qs

j(f̄ , t
s
i (f̄)),

(32)

其中: tsi (f̄) = {· · · , tsi (f̄ +∆f̄ ι), · · · , tsi (f̄ −∆f̄ ι),

· · · }.
这里∇Rs

i (f̄ , t
s
i (f̄))和∇Qs

j(f̄ , t
s
i (f̄))的计算方

法与∇f̄hi(f̄)相同.不同的是, ∇Rs
i (f̄ , t

s
i (f̄))可以在

vi本地计算得到,而∇Qs
j(f̄ , t

s
i (f̄))需要在 vi将 f̄和

tsi (f̄)发送给vj之后,由vj计算得到后返回给vi.值得
注意的是,根据第2.2.2节中tsi (f̄)的定义,若按f̄计算

出航行器 vi的轨迹不经过Dι,则有 tsi (f̄ ±∆f̄ ι) =

tsi (f̄).此外, ∇Qj(f̄ , t
s
i (f̄))通常是稀疏矢量.因而实

际中需要在vi和vj间传递的数据量要减少许多.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

算法1的完整迭代流程可以用图4来表示.其中航
行器节点vi拥有1+ qi个约束方程(24)–(25),这里qi =
Si × |Ni|.将每个方程视为一个方程节点,则每个方

程节点对应一次流场估计值的迭代.将m =
N∑
i=1

(1 +

qi)个方程节点按迭代顺序连接起来,得到有m个节点
的树型图G′

U (图4).易知, G′
U仍然有1个根节点和ζ个

叶节点.用r′和L′分别表示G′
U的根节点和叶节点集

合.将m个方程重新编号,并使方程节点编号与方程
编号一致,则有总非线性方程组

Ψ(f̄) = [ψ1(f̄) ψ2(f̄) · · · ψm(f̄)]
T = 0. (33)

对于G′
U中的任意叶节点l ∈ L′,从r′到l的唯一通

路表示为r′ = (l, 1) → (l, 2) → · · · → (l, pl) = l,这
里pl表示r

′到l所经过的节点数.

图 4 由方程节点组成的树型网络G′
U

Fig. 4 Tree-structure network G′
U composed of equation nodes

算算算法法法 1:分布式协同流场估计
输输输入入入:相对位置测量rij(t),绝对运动积分误差di,松
弛参数λi ∈ (0, 2),初始估计值f̄0

x , f̄0
y ;

迭代轮数k = 0;
while |ei,x|, |ei,y| > ϵe或|ηsij,x|, |η

s
ij,y| > ϵη do

令n = 0.若vi = vr ,令f̄n
i = f̄k;否则,等待从上

级节点接收最新流场估计值作为f̄n
i ;

使用约束方程(24)更新f̄n
i,x, f̄n

i,y

f̄n+1
i,x = f̄n

i,x − λi
hi,x(f̄

n
i )∇f̄x

hi,x(f̄
n
i )

∥∇f̄x
hi,x(f̄

n
i )∥2

,

f̄n+1
i,y = f̄n

i,y − λi
hi,y(f̄

n
i )∇f̄y

hi,y(f̄
n
i )

∥∇f̄y
hi,y(f̄

n
i )∥2

;

for vj ∈ Ni, s = 1 : Si do
令n = n+ 1.向vj发送f̄n

i , tsi (f̄
n
i ), t

s
i (f̄

n
i ),

等待vj传回Qjx(f̄ , t
s
i (f̄)), Qjy(f̄ , t

s
i (f̄)),

∇Qjx(f̄ , t
s
i (f̄))和∇Qjy(f̄ , t

s
i (f̄));按下式

更新f̄n
i :

f̄n+1
i,x = f̄n

i,x − λi
hsij,x(f̄

n
i )∇f̄x

hsij,x(f̄
n
i )

∥∇f̄x
hsij,x(f̄

n
i )∥2

,

f̄n+1
i,y = f̄n

i,y − λi
hsij,y(f̄

n
i )∇f̄y

hsij,y(f̄
n
i )

∥∇f̄y
hsij,y(f̄

n
i )∥2

;

end
令f̄k

i = f̄n+1
i .将f̄k

i 传递给C(vi);
若vi ∈ L,令xk

i = f̄k
i ;

否则,令xk
i =

∑
vj∈C(vi)

ω(j, i)xk
j ;

若vi ̸= vr ,将xk
i传递给直接上级节点;

否则,令f̄k+1 = xk
r ;

令k = k + 1.对vj ∈ Ni,计算

ei,x = Ti(f̄
k)f̄k

x − di,x,

ei,y = Ti(f̄
k)f̄k

y − di,y,

ηsij,x = Rs
ix(f̄

k, tsi (f̄
k))−Qs

jx(f̄
k, tsi (f̄

k)),

ηsij,y = Rs
iy(f̄

k, tsi (f̄
k))−Qs

jy(f̄
k, tsi (f̄

k));

end

则在算法1的第k次扩散阶段, f̄k从根节点最终传

递到叶节点l时,有

f̄k
l = Gl(f̄

k), (34)

其中:

Gl(·) := gl,pl
(· · · gl,1(·) · · · ), RP → RP , (35)

gl,p(f̄) = f̄ − λl,p

ψl,p(f̄)∇ψl,p(f̄)

∥∇ψl,p(f̄)∥2
,

p ∈ {1, · · · , pl}. (36)

在第k次池化阶段,根据式(22)(29),通过归纳法易

得

f̄k+1 =
∑
l∈L′

ω(l, r)f̄k
l . (37)



2042 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

联立式(34)(37),算法1经过一轮完整迭代后,有

f̄k+1 = Φ(f̄k), (38)

其中

Φ(·) :=
∑
l∈L′

ω(l, r)Gl(·). (39)

下面将证明,由式(38)产生的序列{f̄k}将会收敛
到真实流场,即定理2.

引引引理理理 1 若λl,p ∈ (0, 2),则∥∇gl,p(f̄
∗)∥ 6 1.同

时,当且仅当v ∈ Ker(∇ψl,p(f̄
∗)T),有∥∇gl,p(f̄

∗)v∥
= ∥v∥.这里, Ker(·)表示零空间.

证 因为f̄∗为真实流场,所以对于以f̄为变元的

方程组(33),有ψi(f̄
∗) = 0, i ∈ {1, · · · ,m}.据此,投

影算子(36)在f̄∗处的Jacobian矩阵为

∇gl,p(f̄
∗) = I − λl,p

∇ψl,p(f̄
∗)∇ψl,p(f̄

∗)T

∥∇ψl,p(f̄∗)∥2
.

定义线性算子

P = I − ∇ψl,p(f̄
∗)∇ψl,p(f̄

∗)T

∥∇ψl,p(f̄∗)∥2
.

显然,有P 2 = P .这表明P是一个幂等矩阵,因
而是一个投影算子[18].根据正交投影理论,对于任意
矢量v,满足v = Pv + (I − P )v.则

∥∇gl,p(f̄
∗)v∥2 =

∥Pv + (1− λl,p)(I − P )v∥2 =
∥Pv∥2 + |1− λl,p|2∥(I − P )v∥2 6
∥Pv∥2 + ∥(I − P )v∥2 = ∥v∥2.

当且仅当 Pv = v,上式取等.此时,
v ∈ Ker(∇ψl,p(f̄

∗)T),

且∇gl,p(f̄
∗)v = v. 证毕.

引引引理理理 2 若λl,p∈(0, 2),则∥∇Gl(f̄
∗)∥61.同时,

当且仅当v ∈
pl∩

p=1

Ker(∇ψl,p(f̄
∗)T),有∥∇Gl(f̄

∗)v∥

= ∥v∥.

证 由于ψi(f̄
∗)=0对i ∈ {1, · · · ,m}都成立,代

入式(36)后有gl,p(f̄
∗) = f̄∗.因而根据求导的链式法

则,有

∇Gl(f̄
∗) =

1∏
p=pl

∇gl,p(f̄
∗).

则有

∥∇Gl(f̄
∗)∥=∥

1∏
p=pl

∇gl,p(f̄
∗)∥6

1∏
p=pl

∥∇gl,p(f̄
∗)∥.

由引理1知, ∥∇gl,p(f̄
∗)∥61,所以∥∇Gl(f̄

∗)∥ 6
1.根据矩阵诱导范数的定义,对任意矢量v,有

∥∇Gl(f̄
∗)v∥ 6 ∥v∥.

又因为

∥∇Gl(f̄
∗)v∥ = ∥

1∏
p=pl

∇gl,p(f̄
∗)v∥ 6

∥
2∏

p=pl

∇gl,p(f̄
∗)∥∥∇gl,1(f̄

∗)v∥ 6

∥
2∏

p=pl

∇gl,p(f̄
∗)∥∥v∥.

所以,若矢量v满足∥∇Gl(f̄
∗)v∥ = ∥v∥,则必须

有 ∥∇gl,1(f̄
∗)v∥ = ∥v∥.根据引理 1,此时有 v ∈

Ker(∇ψl,p(f̄
∗)T)且∇gl,1(f̄

∗)v = v.那么此时

∥∇Gl(f̄
∗)v∥ = ∥∇gl,pl

(f̄∗) · · ·∇gl,1(f̄
∗)v∥ =

∥∇gl,pl
(f̄∗) · · ·∇gl,2(f̄

∗)v∥.

重复上述步骤,易总结出:若∥∇Gl(f̄
∗)v∥=∥v∥,

必须有∥∇gl,p(f̄
∗)v∥ = ∥v∥对p ∈ {1, · · · , pl}都成

立.根据引理1,此时有v ∈
pl∩

p=1

Ker(∇ψl,p(f̄
∗)T).

证毕.

定定定理理理 1 设P为矢量f̄的维度,若有rank(Z) =

P ,则有∥∇Φ(f̄∗)∥ < 1,其中:

zi =
∇ψi(f̄

∗)

∥∇ψi(f̄∗)∥
, i = 1, 2, · · · ,m, (40)

Z = [z1, z2, · · · , zm]. (41)

证 根据式(39),映射Φ(·)在f̄∗处的Jacobian矩阵
为

∇Φ(f̄∗) =
∑
l∈L′

ω(l, r)∇Gl(f̄
∗).

则有

∥∇Φ(f̄∗)v∥ = ∥
∑
l∈L′

ω(l, r)∇Gl(f̄
∗)v∥ 6∑

l∈L′
∥ω(l, r)∇Gl(f̄

∗)v∥ =∑
l∈L′

ω(l, r)∥∇Gl(f̄
∗)v∥ 6∑

l∈L′
ω(l, r)∥v∥, (42)

∥∇Φ(f̄∗)v∥ = |v∥, (43)

其中式(42)是根据引理2的结论,式(43)是根据式(23).
上式表明,对于任意矢量v,有

∥∇Φ(f̄∗)v∥ 6 ∥v∥.

假设存在v ̸= 0满足∥∇Φ(f̄∗)v∥ = ∥v∥,则根据
前文的推导,必须有∥∇Gl(f̄

∗)v∥ = ∥v∥对所有l ∈
L′都成立.由引理2知,此时矢量v需满足

v ∈
∩

l∈L′

pl∩
p=1

Ker(∇ψl,p(f̄
∗)T) =

m∩
i=1

Ker(∇ψi(f̄
∗)T).

上式等价于

v ∈
m∩
i=1

Ker(zT
i ).
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上式表明zT
i v = 0对i = 1, 2, · · · ,m都成立,即

ZTv =


zT
1 v
...

zT
mv

 = 0. (44)

因为rank(ZT)=rank(Z) = P ,所以ZT列满秩,
所以Ker(ZT) = {0}.而式(44)表明非零矢量v ∈
Ker(ZT).显然,存在矛盾.所以假设不成立,不存在
非零矢量v满足∥∇Φ(f̄∗)v∥ = ∥v∥.因此,对任意非
零矢量v有

∥∇Φ(f̄∗)v∥ < ∥v∥.

因此根据矩阵诱导范数的定义,有

∥∇Φ(f̄∗)∥ = sup
v ̸=0

∥∇Φ(f̄∗)v∥
∥v∥

< 1.

证毕.

定定定理理理 2 若rank(Z) = P ,则存在以f̄∗为中心, δ
为半径的球域Bδ(f̄

∗)和常数0 < β < 1,使得对任意
初始流场估计值f̄ 0 ∈ Bδ(f̄

∗),由算法1产生的序列
{f̄k}满足

∥f̄k − f̄∗∥ < βk∥f̄ 0 − f̄∗∥,
lim
k→∞

f̄k = f̄∗,

其中f̄∗为非线性方程组(33)的一个解,在这里即为待
求的真实流场.

证 基于引理1和引理2,文章已经在定理1中得到
∥∇Φ(f̄∗)∥<1.基于此,定理2的证明是较直观的,与
文献[15]中定理4.1的证明相似.
将Φ(f̄)在f̄∗处按一阶泰勒级数展开

Φ(f̄) = Φ(f̄∗) +∇Φ(f̄∗)(f̄−f̄∗) + o(∥f̄ − f̄∗∥).

这里, ∇Φ(f̄∗)表示Φ(·)在f̄∗处的Jacobian矩阵,
o(·)表示高阶无穷小量.对上述泰勒级数展开进行变
换,有

lim
f̄→f̄∗

∥Φ(f̄)−Φ(f̄∗)−∇Φ(f̄∗)(f̄ − f̄∗)∥
∥f̄ − f̄∗∥

= 0.

根据函数极限的(ϵ, δ)条件,存在一个以f̄∗为中

心, δ为半径的邻域Bδ(f̄
∗) = {f̄ |∥f̄ − f̄∗∥ < δ},使

得对于任意矢量f̄ ∈ Bδ(f̄
∗),满足

∥Φ(f̄)−Φ(f̄∗)−∇Φ(f̄∗)(f̄ − f̄∗)∥
∥f̄ − f̄∗∥

< ϵ,

这里ϵ > 0并且可以任意小,而邻域的半径δ依赖于ϵ
的取值.易知f̄∗是Φ(·)的一个不动点,即Φ(f̄∗) = f̄∗,
所以有

∥Φ(f̄)− f̄∗∥ =

∥Φ(f̄)−Φ(f̄∗)∥ =

∥Φ(f̄)−Φ(f̄∗)−∇Φ(f̄∗)(f̄ − f̄∗)+

∇Φ(f̄∗)(f̄ − f̄∗)∥ 6
∥Φ(f̄)−Φ(f̄∗)−∇Φ(f̄∗)(f̄ − f̄∗)∥+
∥∇Φ(f̄∗)(f̄ − f̄∗)∥ <
ϵ∥f̄ − f̄∗∥+ ∥∇Φ(f̄∗)∥∥f̄ − f̄∗∥ =

(ϵ+ ∥∇Φ(f̄∗)∥)∥f̄ − f̄∗∥ =

β∥f̄ − f̄∗∥.

因为ϵ > 0可以任意小,同时∥∇Φ(f̄∗)∥ < 1严格

成立,所以有

β = ϵ+ ∥∇Φ(f̄∗)∥ < 1.

若f̄k ∈ Bδ(f̄
∗),则根据上述推导结果,有

∥f̄k+1 − f̄∗∥ = ∥Φ(f̄k)− f̄∗∥ < β∥f̄k − f̄∗∥.

因此迭代是收缩的,且f̄k+1 ∈ Bδ(f̄
∗).通过归纳

法,若初始流场估计值f̄ 0 ∈ Bδ(f̄
∗),则有

∥f̄k − f̄∗∥ < βk∥f̄ 0 − f̄∗∥.

证毕.

5 仿仿仿真真真结结结果果果

本节通过仿真,使用所提出的分布式算法进行流
场估计,以验证算法的有效性.同时,与文献[10 –11,
16]的流场估计方法进行了对比实验.
将1200 × 1200 m2的区域分割成P = 9 × 9个单

元格,并在该区域模拟真实涡旋流场f̄∗.流速的最大
值为0.1 m/s (图5(a)).放置N = 18个航行器在流场中
以对水速度νci = 0.45 m/s航行,并使其轨迹覆盖整个
区域(图5(b)).给定目标位置ωi,航行器vi计算出它相
对目标位置的朝向角θi,然后保持该朝向角向目标航
行.航行器的真实轨迹和预测轨迹可通过将式(1)(3)
按时间步长∆t= 1 s离散化后计算得到.这里,预测流
场f̃ = 0.当∥ωi − r̃i∥ < 1 m,航行器vi停止航行,并
计算自己的绝对运动积分误差di.当所有航行器都完
成航行后,按第3.1节的方法获得低通信成本的树型网
络.但在仿真里,可以人为指定一个树型网络来运行
分布式流场估计算法,这并不影响验证算法的有效性.
令算法1中的松弛参数λi = 1,初始流场估计值

f̄ 0 = 0,算法终止条件ϵe = 0.1, ϵη = 0.1,最大迭代
次数kmax = 300.图5(c)为算法最终得到的估计流场.
对于没有航行器经过的区域,流场估计的准确度不可
避免地会变差.实际中可以通过插值的方法获得未经
区域的流场估计.为了更好地说明所提出的流场估计
方法的准确度,在计算估计误差时,不考虑没有航行
器经过的单元格.定义算法的相对估计误差为

err =
∥f̄k − f̄∗∥

∥f̄∗∥
× 100%,

其中: f̄k = [f̄k
x f̄k

y ]
T, f̄∗ = [f̄∗

x f̄∗
y ]

T.计算得到上
述仿真的相对估计误差为err = 2.62%.更具体地,每
个网格内的流速的相对估计误差如图5(d)所示.



2044 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

图5(e)–(j)是在相同设置下,使用文献[10–11, 16]
的方法得到的估计流场和网格误差图,最终的相对误
差分别为1.58%, 30.01%, 35.7%.其中:文献[16]的分

布式方法采用全连通的网络.可见,本文所提出的分
布式方法可以达到与文献[11]的集中式方法相当的准
确度,并且优于文献[10, 16].

(a)模拟的真实流场 (b)预期轨迹和真实轨迹

(c)本文的分布式方法 (d)本文的估计误差

(e)文献[11]的集中式方法 (f)文献[11]的估计误差
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(g)文献[10]的集中式方法 (h)文献[10]的估计误差

(i)文献[16]的分布式方法 (j)文献[16]的估计误差

图 5 不同方法估计出的流场的对比图
Fig. 5 A comparison of flow eistimated by different methods

6 总总总结结结与与与展展展望望望

本文使用多AUV系统实现分布式协同流场估计,
并提出了基于树型网络的分布式算法来求解与流场

估计相关的非线性方程组.本文证明了该算法的收敛
性,并通过仿真验证了算法的有效性.相比于先前工
作[11]中提出的集中式协同流场估计方法,本文给出的
分布式流场估计方法能达到相当的准确度.而相比于
Chang等的工作[10, 16],本文所提出的流场估计方法考
虑了相对位置测量,因而获得了更高的流场估计准确
度.未来的工作包括:最优树型网络的建立方法、
连续流场模型的参数估计.
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