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摘要:稳定性是种群生物学和控制论研究的重要内容之一.现实世界中,外界随机因素对种群稳定性的影响较大.
本文讨论了具有扩散项和Lévy噪声的随机年龄结构种群系统的指数稳定性,通过运用随机分析理论、Burkholder-
Davis-Gundy不等式、Chebyshev不等式等工具对系统随机能量等式中的系数函数进行估计,得到了新的指数稳定性
和几乎必然指数稳定性的充分条件.最后,本文给出例子并对其进行数值模拟,验证了理论的有效性.
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Abstract: Stability is one of the most important topics in population biology and control. In the real world, external
random factors have a great influence on the stability of population. In this paper, we focus on the exponential stability
for a stochastic age-structured population system with diffusion and Lévy noise. With the help of the stochastic analysis
theory , the Burkholder-Davis-Gundy inequality, and the Chebyshev inequality et al., the coefficients functions in the
stochastic energy equality of the system are estimated. Some novel sufficient conditions on exponential stability and almost
sure exponential stability are established. Finally, an example and its numerical simulation are given to illustrate the
effectiveness of the theoretical results.
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1 引引引言言言

生物种群模型主要用于研究种群的密度和数量的

发展规律,是当今社会科学和自然科学研究中的重要
课题.对种群模型的研究,有助于理解种群系统的动
态特性,为短期和长期预测种群数量,发现种群控制
规律和制定生物保护政策提供严格的数学基础和新

的计算方法. 研究过程中不仅要考虑随时间的变化规
律,还需考虑种群的年龄、外界环境、空间分布等因素
的影响.因此建立合适的种群系统具有重要的理论价
值和现实意义.事实上,学者根据不同生物群体,已建
立许多种群数学模型,包括确定性种群系统和随机种

群系统.

常用的确定性模型有Malthus模型和Logistc模
型[1]. 由于不同年龄的种群的生物学特征有着明显差
异,文献[2]在上述模型基础上给出了具有年龄结构的
种群模型

∂N

∂a
+
∂N

∂t
= −µ(t, a)N,

N(t, 0) =
w ∞

0
β(t, a)N(t, a)da,

N(0, a) = N0(a),

N(t) =
w ∞

0
N(t, a)da,

(1)

收稿日期: 2021−12−06;录用日期: 2022−06−21.
†通信作者: E-mail: lgp 125@163.com.
本文责任编委:邓飞其.
宁夏自然科学基金项目(2022AAC03642, 2023AAC03017),国家自然科学基金项目(62063028),宁夏高等学校科学研究项目(NGY2022114)资助.
Supported by the Natural Science Foundation of Ningxia (2022AAC03642, 2023AAC03017), the National Natural Science Foundation of China
(62063028) and the Scientific Research Project of Ningxia Higher Education Institutions (NGY2022114).



1450 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

其中: a表示年龄, t表示时间, β(t, a)表示种群在年
龄a时的生育率, µ(t, a)表示种群在年龄a时的死亡率,
N(t, a)表示时刻t年龄为a的种群密度.种群在生长的
过程中会出现迁徙现象.文献[3–4]建立了具有扩散项
的年龄结构的种群模型以刻画该现象.

现实世界中,种群还受外界随机因素的影响.一方
面种群会经常受环境噪声的干扰. 由Brown运动驱动
的具有扩散的随机年龄结构种群系统已受到广泛关

注. 一个经典的具有扩散项的年龄结构随机种群系统
可以表示为

dtN = [−∂N
∂a

− µ(t, a, x)N + k(t, a)∆N+

f(t,N)]dt+ g(t,N)dB(t),

(a, x) ∈ J, t > 0,

N(t, 0, x) =
w A

0
β(t, a, x)N(t, a, x)da,

x ∈ X, t > 0,

N(0, a, x) = N0(a, x), (a, x) ∈ J,

N(t, a, x) = 0,

(a, x) ∈ (0, A)× ∂X, t > 0.

(2)

其中: A>0, x∈X⊂Rn(16n63), J = (0, A)×X,

dtN=
∂N

∂t
dt, N(t, a, x), β(t, a, x), µ(t, a, x)分别表

示时刻t年龄为a的种群在空间x的密度、生育率和死

亡率, ∆表示关于空间变量x的Laplace算子, k(t, a)>
0是扩散系数, f(t,N)表示外部环境对种群系统的影

响, g(t,N)表示Brown噪声的密度.许多学者从不同
角度讨论了该系统的性质[5–9]. 其中文献[5]研究了具
有年龄结构的随机种群系统解的存在性、唯一性与指

数稳定性. 文献[7]考虑了具有年龄结构随机种群系统
的半隐式Euler法的数值解的均方收敛性.

另一方面,种群可能会受到地震、飓风、传染病爆
发、有毒污染物泄露等一些突发性大的随机扰动,如
COVID-19对人类造成的影响.为描述此类现象在系
统(2)中引入Lévy噪声更加符合实际情形. 因此本文
研究如下具有扩散项和Lévy噪声的随机年龄结构种
群系统:

dtN = [−∂N
∂a

− µ(t, a, x)N + k(t, a)∆N+

f(t,N)]dt+ g(t,N)dB(t)+w
U
h(t,N, u)P̃ (dt,du),

(a, x) ∈ J, t > 0,

N(t, 0, x) =
w A

0
β(t, a, x)N(t, a, x)da,

x ∈ X, t > 0,

N(0, a, x) = N0(a, x), (a, x) ∈ J,

N(t, a, x) = 0,

(a, x) ∈ (0, A)× ∂X, t > 0.

(3)

其中: h(t,N, u)表示Lévy噪声的强度, P̃ (dt, du) =
P (dt,du)− ν(du)dt是与B(t)独立的Poisson补偿过
程, P (dt,du)表示在可测集U上具有有限特征测度ν
的Poisson计数测度.关于由Lévy过程驱动的随机微
分方程理论相对成熟[10–18]. 然而,将Lévy过程引入到
随机年龄结构种群系统中的研究较少. 文献[10]讨论
了由Lévy过程驱动的随机种群系统的解的存在性及
渐近性质.

事实上,自然环境中各种随机因素对种群系统稳
定性的影响较大,而系统的稳定性为种群系统的最优
控制、数值解的收敛性等研究奠定了基础,对生物资
源的可持续发展和利用也起着决定性作用. 因此对系
统(3)稳定性的研究尤为重要.目前,稳定性理论的内
容得到了不断扩大和完善. 文献[19]给出了混合随机
微分方程稳定性的充分条件.文献[20]讨论了具有大
脉冲时滞的线性脉冲系统的稳定性. 但关于随机年龄
结构种群系统的稳定性的研究较少,且研究方法主要
采用Lyapunov方法[7, 9, 21–22]和Coercivity条件[5, 14]等.

基于以上讨论,本文主要研究具有扩散项和Lévy
噪声的随机年龄结构种群系统的指数稳定性. 本文的
创新如下:

1)构建了具有扩散项和Lévy噪声的随机年龄结构
种群系统.该系统对种群可能会受到如地震、飓风、传
染病爆发、有毒污染物泄露等一些突发性的随机现象

的描述更具现实意义;

2)通过能量等式的方法,给出了新的解的指数稳
定性和几乎必然指数稳定性的充分条件.

2 预预预备备备知知知识识识

令V ={φ|φ∈L2(J),
∂φ

∂a
∈L2(J)},其中:

∂φ

∂a
是

广义偏导数, V是Sobolev空间. H = L2(J),显然有

V ↪→ H ≡ H∗ ↪→ V ∗,

其中V ∗是V的对偶空间. 用∥ · ∥, | · |和∥ · ∥∗分别表示
空间V , H和V ∗上的范数,用⟨·, ·⟩表示对偶空间V和
V ∗的内积, (·, ·)表示空间H上的内积, l是正常数使得
对任意x ∈ V都有|x|2 6 l∥x∥2.
令(Ω,F , P )是具有滤波{F t}t>0 (满足通常的条

件:单调递增且右连续; F0包括所有P–零测集)的完
备概率空间. B(t)是定义在该空间上的Wiener过程,
在可分的Hilbert空间K中取值且具有增量协方差算
子Q. G ∈ L(K,H)是从K到H的所有有界线性算

子构成的空间, ∥G∥2表示其Hilbert-Schmidt范数,即
∥G∥22 = tr(GQG∗).

令C := C([0, T ];H)是所有从[0, T ]到H的连续

函数构成的空间,其范数为 ∥ψ∥C = sup
06s6T

|ψ(s)|,
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L2
V = L2([0, T ];V ), L2

H = L2([0, T ];H). I2([0, T ];

V )是定义在[0, T ]上满足E
w T

0
|P (t)|2dt<∞的所有

V值可测函数的全体.

由文献[22],系统(3)的能量等式定义如下:

定定定义义义 1 设N(t)是定义在概率空间(Ω,F , P )上
Ft适应的随机过程,若满足以下条件,则N(t)称为系

统(3)的能量解:

1) N(t) ∈ I2([0, T ];V ) ∩ L2(Ω;C([0, T ];H)),

T > 0;

2)对任意的t ∈ [0, T ],下列方程在空间V ∗上几乎

必然成立:

N(t)=N0−
w t

0

∂N(s)

∂a
ds−

w t

0
µ(s, a, x)N(s)ds+w t

0
k(s, a)∆N(s)ds+

w t

0
f(s,N(s))ds+w t

0
g(s,N(s))dB(s)+w t

0

w
U
h(s,N(s), u)P̃ (ds,du),

(a, x) ∈ J, t > 0,

N(t, 0, x) =
w A

0
β(t, a, x)N(t, a, x)da,

x ∈ X, t > 0,

N(0, a, x) = N0(a, x), (a, x) ∈ J,

N(t, a, x) = 0,

(a, x) ∈ (0, A)× ∂X, t > 0,

记N0 := N(0, a, x), N(t) := N(t, a, x);

3)对任意的t ∈ [0, T ],下列能量等式成立:

|N(t)|2 = |N0|2 + 2
w t

0
⟨N(s),−∂N(s)

∂a
−

µ(s, a, x)N(s) + k(s, a)∆N(s)⟩ds+

2
w t

0
(N(s), f(s,N(s)))ds+

2
w t

0
(N(s), g(s,N(s)))dB(s) +w t

0
∥g(s,N(s))∥22ds+w t

0

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds+w t

0

w
U
|h(s,N(s), u)|2P̃ (ds, du) +

2
w t

0

w
U
(N(s), h(s,N(s), u))P̃ (ds,du).

定定定义义义 2 如果系统(3)的能量解N(t)满足下列不

等式:

E|N(t)|2 6 Ce−αt, t > 0,

其中: α>0, C=C(N0)>0,则系统(3)的能量解N(t)

当t→ ∞时均方指数收敛于零. 进一步,如果任意一

能量解当t → ∞时均方指数收敛于零,并且零是系

统(3)的解,则该零解在均方意义下指数稳定.

定定定义义义 3 如果存在正常数C = δ(ϵ) > 0, α > 0

和Ω0 ⊂ Ω , N(Ω0) = 0,并且对于每个ω ∈ Ω −Ω0,

都存在正的随机数T (ω)使得

|N(t)|2 6 Ce−αt, t > T (ω),

则称系统(3)的能量解N(t)当t→ ∞时几乎必然指数
收敛于零. 进一步,如果任意一能量解当t→ ∞时几
乎必然指数收敛于零,并且零是系统(3)的解,则该零

解几乎必然指数稳定.

引引引理理理 1 [23–24] 令θ=1或2. 假设h1 : R+×U →
H(R+ = [0,∞))是可测函数且满足w t

0

w
U
E|h1(s, u)|θν(du)ds <∞,

则Burkholder不等式成立,即

E
(
sup

06s6t

|
w s

0

w
U
h1(s, u)P̃ (ds,du)|θ

)
6

cE
w t

0

w
U
|h1(s, u)|θν(du)ds, c > 0.

为了研究系统(3)的稳定性,假设以下条件成立:

假假假设设设 1 f(t, 0) = 0, g(t, 0) = 0, h(t, 0) = 0.

假假假设设设 2 存在常数k1, k2, k3 > 0使得对任意N1,

N2 ∈ C,下列不等式成立:

|f(t,N1)− f(t,N2)| 6 k1∥N2 −N1∥C ,

∥g(t,N1)− g(t,N2)∥2 6 k2∥N2 −N1∥C ,

∥h(t,N1)− h(t,N2)∥2 6 k3∥N2 −N1∥C .

假假假设设设 3 µ(t, a, x), β(t, a, x)在R+×J̄连续, k(t,

a)在R+ × (0, A)连续,且

0 6 µ0 6 µ(t, a, x) <∞,

0 6 β(t, a, x) 6 β̄ <∞,

0 6 k0 6 k(t, a) <∞.

假假假设设设 4 (N, f(t,N)) 6 (µ1+k1(t))|N |2+l1(t),
其中: µ1 > 0是常数, k1(t), l1(t)是可积函数,且存在

实数ρ > 0,Mk1
,Ml1 > 1使得

k1(t) 6Mk1
e−ρt, l1(t) 6Ml1e

−ρt, t > 0.

假假假设设设 5 ∥g(t,N)∥22 6 (µ2+k2(t))|N |2+ l2(t),
其中: µ2 > 0是常数, k2(t), l2(t)是非负可积函数,且

存在实数ρ > 0, Mk2
, Ml2 > 1使得

k2(t) 6Mk2
e−ρt, l2(t) 6Ml2e

−ρt, t > 0.

假假假设设设 6w
U
|h(t,N, u)|2ν(du) 6w

U
u2ν(du)[(µ3 + k3(t))|N |2 + l3(t)],

其中:
w
U
u2ν(du) <∞, µ3>0是常数, k3(t), l3(t)是



1452 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

非负可积函数,且存在常数ρ > 0,Mk3
,Ml3 > 1使得

k3(t) 6Mk3
e−ρt, l3(t) 6Ml3e

−ρt, t > 0.

注注注 1 由假设1–3并应用文献[5]的方法,易证系统(3)

存在唯一解.本文在系统(3)存在唯一解的基础上进一步讨论

系统的稳定性.

3 能能能量量量解解解的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

本节主要讨论系统(3)能量解的均方指数稳定性和

几乎必然指数稳定性. 下面,首先给出均方指数稳定

性的结果.

定定定理理理 1 若假设3–6成立,且

2
k0
l
+2µ>Aβ̄2+2µ1+µ2+µ3

w
U
u2ν(du), (4)

则对于系统(3)的任意能量解N(t),都存在α∈(0, ρ)

和C = C(N0) > 0使得

E|N(t)|2 6 Ce−αt, t > 0, (5)

即系统(3)的能量解N(t)在均方意义下指数稳定.

证 取α ∈ (0, ρ)使得

2
k0
l
+ 2µ0 >

α+Aβ̄2 + 2µ1 + µ2 + µ3

w
U
u2ν(du). (6)

将能量等式用于eαt|N(t)|2可得

Eeαt|N(t)|2 =

E|N0|2 +
w t

0
αeαsE|N(s)|2ds−

2E
w t

0
eαs⟨N(s),

∂N(s)

∂a
⟩ds−

2E
w t

0
eαs⟨N(s), µ(s, a, x)N(s)⟩ds+

2E
w t

0
eαs⟨N(s), k(s, a)∆N(s)⟩ds+

2E
w t

0
eαs(N(s), f(s,N(s)))ds+

E
w t

0
eαs∥g(s,N(s))∥22ds+

E
w t

0

w
U
eαs|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds.

根据文献[14]的引理1有

−⟨N(s),
∂N(s)

∂a
⟩ =

−
w
J

∂N(s)

∂a
N(s)dadx =

−
w
X

w A

0
N(s)da(N(s))dx =

1

2

w
X
(
w A

0
β(s, a, x)N(s)da)2dx 6

1

2

w
X
(
w A

0
β2(s, a, x)da

w A

0
N2(s)da)dx6

1

2
Aβ̄2|N(s)|2, (7)

由假设3和式(7)可得

Eeαt|N(t)|2 6

E|N0|2 + (α+Aβ̄2 −

2
k0
l
− 2µ0)

w t

0
eαsE|N(s)|2ds+

2E
w t

0
eαs(N(s), f(s,N(s)))ds+

E
w t

0
eαs∥g(s,N(s))∥22ds+

E
w t

0

w
U
eαs|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds.

由假设4–6和式(6)可得

Eeαt|N(t)|2 6

E|N0|2 +
w t

0
eαs

(
γ1(s) + γ2(s)E|N(s)|2

)
ds,

其中:

γ1(s) = 2l1(s) + l2(s) +
w
U
u2ν(du)l3(s),

γ2(s) = 2k1(s) + k2(s) +
w
U
u2ν(du)k3(s).

下面分3种情形进行讨论:

情情情形形形 1 当γ1(s)60, γ2(s)60或γ1(s)>0, γ2(s)<

0时,则式(5)成立.

情情情形形形 2 当γ1(s)<0, γ2(s) > 0时,由Gronwall不

等式则式(5)成立.

情情情形形形 3 当γ1(s) > 0, γ2(s) > 0时,利用Gron-

wall引理可得

Eeαt|N(t)|2 6

E|N0|2e
r t
0
2γ2(s)ds + e

r t
0
2γ2(s)ds

w t

0
eαsγ1(s)ds.

综上可得,存在正实数C = C(N0) > 0使得

E|N(t)|2 6 Ce−αt, t > 0.

证毕.

注注注 2 定理1给出了随机年龄结构种群系统(3)均方指

数稳定性的充分条件.该结果表明,系统的稳定性与种群系统

的生育率β(t, a, x),死亡率µ(t, a, x)、扩散系数k(t, a)、外界

环境的影响f(t,N)、Brown噪声的密度g(t,N)以及Lévy噪声

的强度h(t,N, u)有关. 即当上述参数满足假设3–6时随机年

龄结构种群系统在均方意义下指数稳定.

定定定理理理 2 假设定理1的条件成立,则存在T (ω) >

0使得对所有t > T (ω),下式依概率1成立:

|N(t)|2 6 e
α
2 e−

α
2 ,

即系统(3)的能量解N(t)几乎必然指数稳定.
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证 令m > 1是任意给定的自然数,令

k(t) = 2k1(t) + 32µ2 + 33k2(t) +

k3(t)
w
U
u2ν(du) + (c1 + c2)(µ3 +

k3(t))
w
U
u2ν(du),

l(t) = 2l1(t) + 33l2(t) +

(1 + c1 + c2)l3(t)
w
U
u2ν(du).

由于N(t)是系统(3)的能量解,因此对于任意t ∈
[m,m+ 1]都有

|N(t)|2 = |N(m)|2 + 2
w t

m
⟨N(s),−∂N(s)

∂a
−

µ(s, a, x)N(s) + k(s, a)∆N(s)⟩ds+

2
w t

m

(
N(s), f(s,N(s))

)
ds+

2
w t

m

(
N(s), g(s,N(s))

)
dB(s) +w t

m
∥g(s,N(s))∥22ds+w t

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds+w t

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2P̃ (ds,du) +

2
w t

m

w
U

(
N(s), h(s,N(s), u)

)
P̃ (ds,du),

则

E( sup
m6t6m+1

|N(t)|2) 6

E|N(m)|2 +

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), g(s,N(s)))dB(s)] +

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), f(s,N(s)))ds] +

E
w m+1

m
∥g(s,N(s))∥22ds+

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m
⟨N(s),−∂N(s)

∂a
−

µ(s, a, x)N(s) + k(s, a)∆N(s)⟩ds] +

E
w m+1

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds+

E[ sup
m6t6m+1

w t

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2P̃ (ds, du)] +

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m

w
U
(N(s), h(s,N(s), u))×

P̃ (ds,du)].

根据引理1、假设3和式(7)以及文献[6]可知存在

常数c1 > 0使得

E( sup
m6t6m+1

|N(t)|2) 6

E|N(m)|2+

(Aβ̄2−2
k0
l
−2µ0)

w m+1

m
E|N(s)|2ds+

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), f(s,N(s)))ds] +

E
w m+1

m
∥g(s,N(s))∥22ds+

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), g(s,N(s)))dB(s)] +

(1 + c1)E
w m+1

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds+

2E[ sup
m6t6m+1

|
w t

m

w
U
(N(s),

h(s,N(s), u))P̃ (ds,du)|].

根据Burkholder-Davis-Gundy不等式,可得

2E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), g(s,N(s)))dB(s)] 6

1

2
E( sup

m6t6m+1

|N(t)|2) +

32E
w m+1

m
∥g(s,N(s))∥22ds.

由引理1可知存在常数c2 > 0使得

2E[ sup
m6t6m+1

|
w t

m

w
U
(N(s),

h(s,N(s), u))P̃ (ds, du)|] 6
1

4
E( sup

m6t6m+1

|N(t)|2) +

c2E
w m+1

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds.

因此,

E( sup
m6t6m+1

|N(t)|2) 6

4E|N(m)|2 + 4(Aβ̄2 − 2
k0
l
−

2µ0)
w m+1

m
E|N(s)|2ds+

8E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), f(s,N(s)))ds] +

132E
w m+1

m
∥g(s,N(s))∥22ds+

4(1+c1+c2)E
w m+1

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds.

(8)

由假设4–6易得

E[ sup
m6t6m+1

w t

m
(N(s), f(s,N(s)))ds] 6

w m+1

m
[(µ1 + k1(s))E|N(s)|2 + l1(s)]ds, (9)

E
w m+1

m
∥g(s,N(s))∥22ds 6w m+1

m
[(µ2 + k2(s))E|N(s)|2 + l2(s)]ds, (10)
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E
w m+1

m

w
U
|h(s,N(s), u)|2ν(du)ds 6w m+1

m

w
U
u2ν(du)[(µ3 + k3(s))×

E|N(s)|2 + l3(s)]ds. (11)

将式(9)–(11)代入式(8)并结合式(4)有

E( sup
m6t6m+1

|N(t)|2) 6

4E|N(m)|2+4
w m+1

m
(k(s)E|N(s)|2+l(s))ds6

4Me−αm + 4
w m+1

m
Me−αs(k(s) + l(s)eαs)ds.

(12)

显然,由假设3–6可知k(t)和l(t)是有界函数,故存
在常数C1 > 0使得

k(t) + l(t)eα(m+1) 6 C1, (13)

结合式(12)–(13)可得

E( sup
m6t6m+1

|N(t)|2) 6 4Me−αm(1 +
C1

α
),

由Chebyshev不等式,对于任意固定的正实数ϵm都有

P ( sup
m6t6m+1

|N(t)|2 > ϵ2m) 6

E( sup
m6t6m+1

|N(t)|2)

ϵ2m
6

4Me−αm(1 + C1

α
)

ϵ2m
,

由于ϵm是任意的,可选ϵ2m = e−
αm
2 使得

P
(

sup
m6t6m+1

|N(t)|2 > ϵ2m
)
6 4Me−

αm
2 (1 +

C1

α
),

最后,根据Borel-Cantelli引理,存在T (ω) > 0对所有

t > T (ω)几乎必然有

|N(t)|2 6 e
α
2 e−

αt
2 .

证毕.

注注注 3 定理2应用引理1、Burkholder-Davis-Gundy不等

式、Chebyshev不等式并在定理1的条件下,从理论上给出了

随机年龄结构种群系统(3)的能量解的几乎必然指数稳定的

充分条件.

注注注 4 事实上,对于一般的随机非线性系统很难构造

合适的Lyapunov函数来讨论系统的稳定性,尤其是随机非线

性偏微分方程. 此外,文献[5, 14]中的Coercivity条件较强. 因

此,如何选择合适的方法来研究随机年龄结构种群系统(3)的

稳定性尤为重要.定理1和定理2应用了随机能量等式的方法,

即对系统(3)的能量等式的系数函数进行估计,得到系统能量

解的稳定性的条件.该方法用于讨论随机非线性系统的稳定

性较为有效.

4 例例例子子子

下面给出例子说明上述结论的有效性.

假设B(t), t>0是实的标准Brown运动, P̃ (·, ·)是
[ 1,∞ )上的具有有限特征测度ν的Poisson计数测度,
使得

w ∞

1
u2ν(du) < ∞.令b1, b2, b3, k是正常数, p1,

p2, p3 : R+ → R+是连续函数, p21, p
2
2, p

2
3为递减的有

界可积函数.

考虑如下具有扩散项和Lévy噪声的随机年龄结构
种群系统:

dtN = [−∂N
∂a

− x

(A− a)2
N + a2∆N+

((b1 + p1(t))N + e−ktm̄)]dt+

(b2 + p2(t))NdB(t)+w ∞

1
(b3 + p3(t))NuP̃ (dt, du),

(a, x) ∈ (0, A)× (0, 1), t > 0,

N(t, 0, x) =
w A

0

x

(A− a)2
N(t, a, x)da,

x ∈ (0, 1), t > 0,

N(0, a, x) = xe−
1

A−a ,

(a, x) ∈ (0, A)× (0, 1),

N(t, a, x) = 0,

(a, x) ∈ (0, A)× (0, 1), t > 0.

(14)

在系统(3)中取H=L2([0, A]×[0, 1]), V =Q([0, A]×
[ 0, 1 ])(满足上述边界条件的Sobolev空间), K = R,

k(t, a) = a2, µ(t, a, x) = β(t, a, x) = x/(A− a)2,
f(t,N) = (b1 + p1(t)N + e−ktm̄, g(t,N) = (b2 +

p2(t))N , h(t,N, u)=(b3+p3(t)Nu,N0=xe
−1/(A−a).

对于任意m̄ ∈ H , |m̄| <∞有

(N, f(t,N)) 6 2(b21 + p21(t)|N |2 + e−2kt|m̄|2,
∥g(t,N)∥22=∥(b2+p2(t))N∥2264(b22+p

2
2(t))|N |2,w ∞

1
|h(t,N, u)|2ν(du) =w ∞

1
|(b3 + p3(t))Nu|2ν(du) 6

2(b23 + p23(t))
w ∞

1
u2ν(du)|N |2.

令µ1 = 2b̄21 (b̄
2
1 = b21 +

1

4
), k1(t) = 2p21(t), l1(t) =

e−2kt|m|2, µ2=4b22, k2(t)=4p22(t), l2(t)=0, µ3=

2b23, k3(t) = 2p23(t), l3(t) = 0.

显然,假设3–6以及式(4)满足. 因此,由定理1–2可
得,系统(14)的能量解指数稳定且几乎必然指数稳定.

对于一般的随机微分方程很难求出其解析解,下
面运用Euler方法对上述例子的能量解进行数值模拟.

在系统(14)中选取满足条件的系数函数k(t, a)=
a2, µ(t, a, x) = β(t, a, x) = 1/2(1− a)2, f(t,N) =

1/2 tN+e−a2t, g(t,N) =
(
1+1/2 t

)
N , h(t,N, u) =

sinN , N0 = e−1/(A−a). 分别采用半隐式Euler法和隐
式Euler法对能量解进行数值模拟,结果如图1–2所示.
从图中可看出,受Lévy噪声的影响,种群密度的局部
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变化差异明显. 随着种群年龄增长及时间变化,种群
密度逐渐趋于平稳.

1 2

图 1 半隐式Euler数值模拟结果

Fig. 1 Semi-implicit Euler numerical simulation results

1 2

图 2 隐式Euler数值模拟结果

Fig. 1 Implicit Euler numerical simulation results

5 结结结论论论

为了研究随机环境对生物种群的影响,本文讨论
了具有扩散项和Lévy噪声的年龄结构随机种群系统.
运用Burkholder-Davis-Gundy不等式、Chebyshev不等
式等分析工具对系统的能量等式中的系数函数进行

估计,给出了新的解的指数稳定性和几乎必然指数稳
定性的充分条件,并结合具体例子及其数值模拟加以
验证. 该方法不仅有效解决了研究非线性系统的稳定
性及控制问题中构造合适的Lyapunov函数时的困难,
同时又避免使用较强的Coercivity条件,对于研究随机
非线性系统的稳定性较为有效. 此外,本文的方法亦
可用于讨论随机时滞年龄结构种群系统的稳定性和

数值解的稳定性,为随机微分方程的稳定性问题的研
究提供了理论依据,对生物资源的可持续发展和利用
具有指导意义.
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functional Itô formula and its applications. Journal of Franklin Insti-
tute, 2020, 357(7): 4458 – 4485.

[16] LI M L, DENG F Q, ZENG X F, et al. Mean-square stability of
stochastic system with Markov jump and Lévy noise via adaptive
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