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摘要:在考虑关节物理极限的情况下,将冗余机械臂的逆运动学解析问题抽象为带约束的重复运动规划(RMP)
方案.针对速度层的带约束RMP方案,本文提出了一种新型的递归神经网络,即有限时间对偶神经网络(FTDNN),
用以求解该类带约束RMP方案.相比于传统的递归神经网络,该FTDNN模型具有有限时间收敛特性,不仅能够改进
收敛的速度,并且能够获得较高的收敛精度.通过李雅普诺夫稳定性定理验证了FTDNN模型的渐近稳定性,并进一
步计算出FTDNN模型求解带约束RMP方案最优解的时间上界. 基于冗余机械臂PA10的计算仿真结果验证了FTD-
NN模型求解带约束RMP方案的有效性和可行性. 最后在Dobot Magician实物机械臂上的实验结果表明本文提出的
有限时间对偶神经网络方法可以有效实现机械臂各关节角的重复运动.
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Abstract: Resolution of the inverse-kinematics redundancy problem for redundant manipulators can be transformed
into a repetitive motion planning (RMP) problem by incorporating joint-angle limits and joint-velocity limits. In this paper,
a new recurrent neural network, finite-time dual neural network (FTDNN), is proposed for solving this type of constrained
RMP problem in velocity layer. Compared with the traditional recurrent neural networks, the FTDNN model has finite-time
convergence characteristics, which not only improves the convergent speed but also achieves higher convergent accuracy.
Furthermore, asymptotic stability of the FTDNN model is verified by the Lyapunov’s stability theorem, and the time upper
bound for the optimal solution of the FTDNN model with constrained RMP problem is presented. Computational simulation
results based on the redundant manipulator PA10 demonstrate the validity and feasibility of the FTDNN model for solving
the constrained RMP problem. Finally, experimental results on the Dobot Magician manipulator show that the proposed
FTDNN model can effectively realize the repetitive kinematics of each joint angle.
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1 引引引言言言

机械臂是由多个转动关节角组成的一个末端能动

的机械装置,其末端任务包括搬运、焊接、油漆和组装
等,目前已广泛应用于工业制造、医学治疗、娱乐服

务、消防、军事和太空探索等领域[1–5]. 冗余机械臂是

指所拥有的自由度(degrees-of-freedom, DOF)多于完

成给定末端任务所需的DOF的机械臂. 冗余度解析问

题(又称为逆运动学解析)是机械臂运动规划和控制中
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一个基本问题,具体指当给定冗余机械臂的末端执行
器的期望轨迹,如何实时生成其对应的关节轨迹. 由
于冗余机械臂存在多个关节角自由度,其逆运动学解
析的解可能会存在多个甚至无穷解. 因此,有效求得
冗余度解析问题的解已经受到了学者的广泛关注.

近年来,递归神经网络(recurrent neural network,
RNN)被广泛应用于时变问题的求解[6–8]. Hopfield在
文献[6]中提出了一种经典的网络模型(Hopfield neur-
al network, HNN)用以求解优化计算和代数运算的问
题.文献[7]中给出了一种基于递归神经网络的飞行器
最优轨迹跟踪方法,采用最优技术使得跟踪误差一致
有界. 文献[8]中提出了一种神经网络参数更新律估计
方法,考虑了未知时变参数和外部干扰,解决了水下
机器人多角度跟踪的稳定性问题.

为更好的求解时变问题, Zhang等人[9–11]提出了一

种特殊的递归神经网络(Zhang neural network, ZNN),
通过定义误差函数,建立相应的ZNN模型. 文献[11]
给出了ZNN求解时变线性方程问题的具体步骤,通过
利用导数信息,建立最小化范数函数,使得动态误差
全局收敛于方程的理论解.基于ZNN的设计思想,文
献[12]提出了一类新型神经网络(novel neural net-
works, NNNs),该类神经网络在ZNN的基础上增加了
一项扩展项用以求解伪逆矩阵,从理论上验证了在设
定相同参数的情形下, NNNs相比于ZNN和GNN有着
更快的全局指数收敛速度,通过3个数值仿真进一步
验证了NNNs在收敛性能上的优越性,并应用于三连
杆平面冗余机械臂中. Chen等人[13]提出了一种基于

ZNN的多目标最小优化方案用于修复冗余度机械臂
运动过程中的关节角漂移问题,有效阻止关节角突加
度运动过程中的异位现象.文献[14]中针对冗余度机
械臂重复运动过程中内部噪声干扰问题,通过一种变
化后的ZNN方法,将运动过程中的干扰因素融入在神
经网络模型求解的参数中,并在六自由度平面机械臂
平台上验证了该模型的有效性. 文献[15]中Xiao等人
提出一种鲁棒非线性归零神经网络(robust nonlinear
zeroing neural networks, RNZNN),建立了相应的RN-
ZNN模型,通过添加两个新的非线性激活函数来求解
不同噪声下的李雅普诺夫方程. 然而,虽然能够实现
有限时间收敛,但并未考虑冗余机械臂运动中关节角
位置的重复性问题.

正确的初始关节角位置是冗余机械臂完成重复任

务的前提条件.当冗余机械臂的末端执行器跟踪闭合
路径时,各关节角的最终位置偏移初始期望位置时,
则会导致机械臂无法完成重复任务.因此,引入一种
最小化性能指标,将冗余机械臂的重复运动规划问题
转化为一类带等式约束的时变二次规划(quadratic
programming, QP)问题[16–23]. 文献[16]通过拉格朗日
乘数法,将该类带等式约束的时变QP问题转化为时变

等式问题,通过ZNN模型进行求解,该方法成功应用
于冗余机械臂的运动规划中,实现了重复任务.

值得注意的是,在实际应用中,几乎所有机械臂都
有其自身的关节物理限制,即关节角度限制和关节运
动速度限制.然而,上述提出的冗余机械臂重复运动
规划解决方案并未考虑其关节物理限制,这可能会导
致冗余机械臂在运动过程造成关节损伤. 因此,将带
有关节物理限制的冗余机械臂重复运动规划问题转

化为带约束的时变QP问题,具有一定的实际应用价
值.

针对带约束的时变QP问题,通常将其转化为一个
对偶问题来进行求解[17–23]. 文献[17]利用拉格朗日乘
子法提出了一种Lagrange神经网络模型,但该神经网
络模型的计算复杂度高. 文献[18]提出了一种原对偶
神经网络(primal dual neural network, PDNN)用以同
时求解原QP问题和其对偶问题,然而,该动力学方程
含有高阶的非线性项,且计算复杂,为了减轻高维复
杂向量带来的巨大计算量,文献[19–20]提出了一种基
于LVI的原对偶神经网络(LVI-based primal dual neur-
al network, LVI-PDNN)用以求解QP问题;文献[21]在
LVI-PDNN的基础上提出了一种简化的LVI-PDNN
(simplified LVI-PDNN, SLVI-PDNN);文献[22]提出
了一种对偶神经网络(standard dual neural network, S-
DNN).虽然,上述神经网络模型都考虑到了冗余机械
臂的关节物理极限,能够实现重复运动,但是依旧无
法在有限的时间内收敛到最优解. 因此通过对偶神经
网络来解决带约束的时变QP问题还不是最优的方法.

为了克服现有的对偶神经网络无法在有限的时间

内实现冗余机械臂轨迹规划问题,本文提出了一种有
限时间对偶神经网络(finite-time dual nerual network,
FTDNN)模型用以解决带关节物理限制的冗余机械臂
重复运动规划问题.结合有限时间和对偶神经网络两
种特性,到达FTDNN模型的最优状态. 此外,为了说
明FTDNN对比鲁棒非线性归零神经网络和对偶神
经网络存在优越性,表1对上述RNZNN, SDNN, LVI-
PDNN, SLVI-PDNN和FTDNN 5种模型的主要特征
进行了比较总结. 由表中对比结果可知,在相同条件
下, FTDNN的性能较好.本文根据李雅普诺夫稳定性
定理,构造对应的李雅普诺夫函数,证明了FTDNN模
型的渐近稳定性,并进一步计算出FTDNN模型收敛
至问题最优解的收敛时间上界,证明了模型的有限时
间收敛性. 最后,通过计算机仿真,将本文提出的FT-
DNN模型用以控制PA10机械臂的轨迹跟踪任务,验
证模型的有效性和适用性. 同时,将FTDNN模型的仿
真结果与现有的RNZNN, SDNN, LVI-PDNN和SLVI-
PDNN模型进行对比,进一步验证了FTDNN模型的优
越性.
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表 1 FTDNN模型与RNZNN, SDNN, LVI-PDNN
和SLVI-PDNN模型比较

Table 1 Comparison table between FTDNN model and
RNZNN, SDNN, LVI-PDNN and SLVI-PDNN
models

神经网络 是否考虑关节限制 收敛时间

FTDNN 考虑 有限

RNZNN 不考虑 有限

SDNN 考虑 无限

LVI-PDNN 考虑 无限

SLVI-PDNN 考虑 无限

2 问问问题题题描描描述述述

基于冗余机械臂的正运动学问题,末端执行器位
置和方向向量r(t) ∈ Rn与关节角向量θ(t) ∈ Rm之

间的关系可以描述为

g(θ(t)) = r(t), (1)

其中g(·) : Rm → Rn是一个非线性连续函数映射.

对式(1)进行微分,可以得到关节速度向量θ̇(t) ∈
Rm与末端执行器速度向量ṙ(t) ∈ Rn之间的关系,具
体为

J(θ(t))θ̇(t) = ṙ(t), (2)

其中: J(θ(t)) ∈ Rn×m为雅可比矩阵且m > n,具体

形式为J(θ(t)) =
∂g(θ(t))

∂θ
; θ̇(t) ∈ Rm是θ(t)关于

时间的导数; ṙ(t) ∈ Rn为r(t)关于时间的导数.

为方便后续描述,本文将J(θ(t))简化为J , θ̇(t)简
化为θ̇, θ(t)简化为θ, ṙ(t)简化为ṙ, r(t)简化为r.

为实现重复运动目标,本文通过最小化关节当前
位置与初始位置之间的位移量来消除关节角偏差. 所
得到的速度层优化性能指标描述如下:

1

2
(θ̇ + a)T(θ̇ + a), a = β(θ − θ(0)), (3)

其中: θ(0) ∈ Rm是关节角变量的初始值, β > 0是用

来调节关节位移幅值的设计参数.

由于在式(3)中, θ̇为决定变量,则a相对于θ̇是个

常量. 因此,所需优化的性能指标可进一步转化为
1

2
θ̇T(t)θ̇(t) + aT(t)θ̇(t).

在实际应用中,还需要考虑冗余机械臂自身的关
节物理极限,即

θ− 6 θ 6 θ+, (4)

θ̇− 6 θ̇ 6 θ̇+, (5)

其中θ±和θ̇±分别为关节角向量θ(t)和关节速度向

量θ̇(t)的上下界. 由于式(2)(5)都是基于速度层所建
立的,所以需要将式(4)转化速度层上的约束,即

ϵ
(
θ− − θ

)
6 θ̇(t) 6 ϵ

(
θ+ − θ

)
, (6)

其中ϵ > 0是用来调节关节速度的可行域.

将式(5)–(6)相结合,针对θ̇的不等式约束可进一步

转化为

η− 6 θ̇ 6 η+, (7)

其中η−和η+的第i个元素分别表示为{
η−
i = max{θ̇−i , ϵ

(
θ−i − θi

)
},

η+
i = min{θ̇+i , ϵ

(
θ+i − θi

)
}.

(8)

基于上述分析,带有关节物理限制的冗余机械臂

重复运动规划问题可描述为如下带约束的时变QP问

题:

min
1

2
θ̇Tθ̇ + aTθ̇,

s.t. Jθ̇ = ṙ,

η− 6 θ̇ 6 η+. (9)

3 模模模型型型描描描述述述

令式(9)中的x = θ̇, c = ṙ,带约束重复运动规划

(repetitive motion planning, RMP)方案可定义如下:

min
1

2
xTMx+ aTx, (10)

s.t. Jx = c, (11)

η− 6 x 6 η+, (12)

其中M = I , I为m维单位矩阵. 需要注意的是,本文

中假设J是行满秩矩阵,即rank(J) = n.

根据Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件可知,带约束

RMP方案(10)–(12)的最优解也应当满足下述情况:

Mx+ a+ JTγ + µ = 0, (13)

Jx = c, (14)
x = η+, µ > 0,

η− 6 x 6 η+, µ = 0,

x = η−, µ < 0,

(15)

其中: γ ∈ Rn和µ ∈ Rm分别为等式约束(11)和不等

式约束(12)的对偶变量.

通过定义一个投影函数

f(y) = [f1(y1) f2(y2) · · · fi(yi)]
T, ∀y ∈ Rm.

其中

fi(yi) =


η+
i , yi > η+

i ,

yi , η−
i 6 yi 6 η+

i ,

η−
i , yi < η−

i ,

(16)

fi(yi)代表每个元素的处理函数. 式(15)进一步简化为

x = f(x+ µ). (17)



142 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

结合式(13)–(14)可得

x =−(M−1−M−1JT(JM−1JT)−1JM−1)µ−
M−1a+M−1JT(JM−1JT)−1(c+JM−1a),

γ =− (JM−1JT)−1JM−1µ−
(JM−1JT)−1(c+ JM−1a). (18)

将d ∈ Rm和K ∈ Rm×m分别定义为

d=M−1JT(JM−1JT)−1(c+JM−1a)−M−1a,

K = M−1 −M−1JT(JM−1JT)−1JM−1.

则式(18)中的x可简化为

x = −Kµ+ d. (19)

将式(19)代入到式(17)中,可得

−Kµ+ d = f((I −K)µ+ d). (20)

基于式(19)–(20)的分析,带约束RMP方案(10)–
(12)可以转化为如下的对偶问题进行求解:{

−Kµ+ d = f((I −K)µ+ d),

x = −Kµ+ d.
(21)

因此,本文提出一种有限时间对偶神经网络 (finite-
time dual neural network, FTDNN)模型用以求解带约
束的RMP方案(10)–(12),即
状态方程: µ̇ = −αΦ(f((I −K)µ+ d)+

Kµ− d),

输出方程: x = −Kµ+ d,

(22)

其中: α ∈ R且α > 0, Φ : Rm → Rm为激活函数,具
体定义为

Φ(z) = [ϕ1(z1) ϕ2(z2) · · · ϕi(zi)]
T, z ∈ Rm,

ϕi(zi)代表每个元素的处理函数,与Φ(z)具有相同属

性

ϕi(zi) = |zi|p sgn(zi), (23)

其中: p ∈ R且0 < p < 1, sgn(·)为符号函数.

4 理理理论论论分分分析析析

本节针对所提出的FTDNN模型(22)的稳定性和有
限时间收敛性进行分析,并计算出FTDNN模型收敛至
带约束RMP方案(10)–(12)的时间上界,从而验证了
FTDNN模型(22)的有效性和可行性.

在分析稳定性与有限时间收敛性之前,先给出以
下引理:

引引引理理理 1[24] 设M ∈ Rm×m, J ∈ Rn×m,其中
n < m, rank(J) = n,则

K = M−1 −M−1JT(JM−1JT)−1JM−1 ≽ 0.

引引引理理理 2[25] 设H为矩阵W的n− 1阶子矩阵,
W为n阶Hermitian矩阵. 当W的n个特征值,即δn,

满足 δn 6 δn−1 6 · · · 6 δ2 6 δ1, H的n− 1个特征

值,即ζn,满足ζn 6 ζn−1 6 · · · 6 ζ3 6 ζ2时,则 δn 6
ζn 6 δn−1 6 ζn−1 6 · · · 6 δ2 6 ζ2 6 δ1.

引引引理理理 3[26] 首先,假设ϵ1和ϵb分别是矩阵K的最

小特征值和最大特征值,其中K=KT. 其次,假设
N=D(I−K)+K; I为m阶单位矩阵; D ∈ Rm×m,
D = diag{λ1, λ2, · · · , λm}, 0 < λi < 1, 则N +

NT ≽ ϵ1I且zT(N + NT)z > ϵ1z
Tz, ∀z ∈ Rm.

进一步,当Kz = 0时,可得zT(N +NT)z = 0.

4.1 稳稳稳定定定性性性

定定定理理理 1 设ϵ1和ϵb分别是矩阵K的最小特征值

和最大特征值.给定矩阵J ,向量a, c以及η±,当α >

0, 0 < p < 1时,本文所提出的FTDNN模型(22)在平
衡点µ = µ∗是渐近稳定的.

证 首先,定义一个李雅普诺夫函数

V (µ, t)=
∥f((I−K)µ+d)+Kµ−d)∥p+1

p+1

p+ 1
, (24)

其中∥·∥p+1为(p+ 1)–范数,具体形式为

∥z∥p+1 = (
m∑
i=1

|zi|p+1)
1

p+1 , z ∈ Rm.

其次,根据上述定义, V (µ, t)的时间导数V̇可表

示为

V̇ = µ̇T(S(I −K) +K)T×
Φ(f((I −K)µ+ d) +Kµ− d) =

− 1

α
(Φ(f((I −K)µ+ d)+

Kµ− d))T(S(I −K) +K)T×
Φ(f((I −K)µ+ d) +Kµ− d), (25)

其中µ̇是µ关于时间的导数;

S = diag{λ1, λ2, · · · , λm}

是投影函数f(·)的导数,其中

λi =


0 , ((I −K)µ+ d)i < η−

i 或

((I −K)µ+ d)i > η+
i ,

1 , η−
i 6 ((I −K)µ+ d)i 6 η+

i .

根据引理3可知, (S(I −K) +K)T + S(I −K) +

K ≽ ϵ1I ,则

V̇ 6− ϵ1
2α

∥Φ(f((I −K)µ+ d) +Kµ− d)∥2 =

− ϵ1
2α

∥f((I −K)µ+ d) +Kµ− d∥2p2p,

其中∥ · ∥和∥ · ∥2p分别为2–范数和2p–范数. 根据前文
定义的0 < p < 1,可得0 < 2p < p+1,进一步,可得
∥ · ∥p+1 6 ∥ · ∥2p,则上述不等式可转化为

V̇ 6− ϵ1
2α

∥f((I −K)µ+ d) +Kµ− d∥2pp+1 =
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− ϵ1
2α

(p+ 1)
2p

p+1V
2p

p+1 . (26)

由于K是半正定矩阵,根据引理1可知, K的最小
特征值ϵ1 > 0,则V̇ 6 0.

结合李雅普诺夫稳定性定理,可得FTDNN模型
(22)在平衡点µ = µ∗是稳定的.

下面分K是满秩矩阵和K不是满秩矩阵两种情

况来讨论.

1)考虑K是满秩矩阵的情况.

当K是满秩矩阵时,最小特征值ϵ > 0,则

V̇ 6 − ϵ1
2α

(p+ 1)
2r

p+1V
2p

p+1 < 0 .

因此,根据李雅普诺夫定理, FTDNN模型在平衡
状态µ∗是渐近稳定的.

2)考虑K不是满秩矩阵的情况.

设V̇ (µ̄) = 0,即

0 = (Φ(f((I −K)µ̄+ d) +Kµ̄− d))T

(S(I −K) +K)TΦ(f((I −K)µ̄+ d)+

Kµ̄− d).

那么,根据引理3,可得

KΦ(f((I −K)µ̄+ d) +Kµ̄− d) = 0. (27)

在平衡点µ = µ∗时, f((I−K)µ∗+d)+Kµ∗−
d = 0,那么,根据LaSalle’s不变集定理[27],式(27)所
构成的最大不变集为Ω := {µ | µ = µ∗}. 因此, FT-
DNN模型(22)在平衡点µ = µ∗是渐近稳定的.

证毕.

定定定理理理 2 当FTDNN模型(22)的平衡点为µ = µ∗

时,输出方程x∗ = −Kµ∗ + d就是带约束RMP方案
(10)–(12)的最优解.

证 当FTDNN模型 (22)的平衡点为µ = µ∗时,
f((I −K)µ∗ + d) +Kµ∗ − d = 0,这说明µ∗为式

(20)的解. 因此,可以进一步得到式(17)–(18)的解,即
x∗和γ∗. 由于上述所得结果,可得到方案(13)–(15)的
解,那么, x∗, γ∗也是带约束RMP方案(10)–(12)的最
优解.

证毕.

4.2 有有有限限限时时时间间间收收收敛敛敛性性性

定定定理理理 3 设FTDNN模型 (22)的平衡点为µ =

µ∗,在满足定理1的条件下,当K为满秩矩阵时, FTD-
NN模型(22)能够在有限时间内收敛至µ∗,且收敛时

间上界限为
2α ∥f((I −K)µ+ d) +Kµ− d∥1−p

p+1

ϵ1(1− p)
.

证 首先,当K为满秩矩阵时, K的最小特征值
ϵ1 > 0.

其次,设Q̇ = − ϵ1
2α

(p+ 1)
2p

p+1V
2p

p+1 ,其中Q0为初

始时刻t0的值,具体定义如下所示:

Q0 = V0 = V (t0) =

∥f((I −K)µ0 + d) +Kµ0 − d)∥p+1

p+1

p+ 1
,

其中µ0 = µ(t0).

对Q̇求积分,可得

Q(t) =

{
(V

1−p
p+1

0 −∆(t− t0))
r+1
1−p , t0 6 t < t1,

0, t > t1,

其中: ∆ ∈ R, ∆ =
ϵ1
2α

(1−p)(p+1)
p−1
p+1 ; t1 ∈ R, t1 >

0, t1= t0+
V

1−p
p+1

0

∆
.根据式(26)可知,当t> t0时, V (t)6

Q(t). 因此,可以得到{
V (t) 6 (V

1−p
p+1

0 −∆(t− t0))
p+1
1−p , t0 6 t < t1,

V (t) = 0, t > t1.

(28)

由V (t)的定义式可知,当t > t1时, f((I−K)µ+

d) +Kµ− d) = 0,而在平衡点µ = µ∗处, f((I −
K)µ∗ + d) +Kµ∗ − d) = 0.

最终,可以得到以下结论: FTDNN模型 (22)收敛
至平衡点µ∗的时间ts满足

ts 6
2α ∥f((I −K)µ+ d) +Kµ− d∥1−p

p+1

ϵ1(1− p)
.

证毕.

5 计计计算算算机机机仿仿仿真真真及及及对对对比比比

为验证本文所提出的FTDNN模型(22)求解带约束
RMP方案(10)–(12)的有效性,本节以PA10机械臂为
例,进行计算机仿真,并与传统的神经网络模型进行
比较,进一步验证了所提出的FTDNN模型(22)的优越
性. 需要注意的是, PA10机械臂是包含 7个自由度的
冗余机械臂(即4个旋转轴和3个枢轴),相应的DH参数
以及各关节物理约束[20](即关节角度限制θ±i 和关节速

度限制θ̇±i )如表2所示.

5.1 圆圆圆形形形轨轨轨迹迹迹仿仿仿真真真结结结果果果

在本次仿真中,将利用FTDNN模型(22)控制PA10
机械臂的末端执行器跟踪1个圆形轨迹,该圆形轨迹半
径为0.10m,整个运行周期为T =10 s. 此外,关节变
量的初始状态为θ(0)=[0;π/4;π/4; 2π/3; 0;−π/4; 0],
设计参数α=10, β=5, p=0.7, ϵ=20. 下面分两种情
况进行仿真研究.

情况1 不考虑PA10机械臂的各关节物理限制.
将θ±i 与θ̇±i (其中i = 1, 2, · · · )设置为 1个无穷大的数.
对应的仿真结果如图1–3所示.
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表 2 PA10机械臂的DH参数以及各关节物理极限
Table 2 DH parameters of PA10 manipulator and physical limits of each joint

关节i ai/m αi/rad di/m θi/rad θ+i /rad θ−i /rad θ̇+i /(rad · s−1) θ̇−i /(rad · s−1)

1 0 −π/2 0.317 θ1 π −π 0.15 −0.15
2 0 π/2 0 θ2 1.7637 −1.7637 0.15 −0.15
3 0 −π/2 0.45 θ3 π −π 0.2 −0.2
4 0 π/2 0 θ4 2.5831 −2.5831 0.2 −0.2
5 0 −π/2 0.48 θ5 3π/2 −3π/2 0.25 −0.2
6 0 π/2 0 θ6 π −π 0.2 −0.2
7 0 0 0.07 θ7 2π −2π 0.25 −0.25

0.4
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0.0

0.2

0.0
0.2
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 / m  / m

图 1 不考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的运动轨迹

Fig. 1 The trajectory of PA10 manipulator without joint-
physical limits considered
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图 2 不考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的末端
执行器跟踪圆形轨迹的关节角度

Fig. 2 The joint angles of the PA10 manipulator’s end-
effector track the circular trajectory without joint-
physical limits considered
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图 3 不考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的末端
执行器跟踪圆形轨迹的关节角速度

Fig. 3 The joint angular velocity of the PA10 manipula-
tor’s end-effector track the circular trajectory without
joint-physical limits considered

图1给出了PA10机械臂的各关节跟踪圆形轨迹时

的运动轨迹图,可以看出,当PA10机械臂完成圆形轨
迹跟踪后,各关节的初始状态与最终状态重合.图2给
出了PA10机械臂在运动过程中各个关节角的状态轨
迹,可以看出, PA10机械臂的关节角在最终时刻都回
到了初始状态,即θi(0)=θi(10)(其中i=1, 2, · · · , 7).
图1和图2的结果都表明,在不考虑机械臂各关节物理
限制的情况下,通过 FTDNN模型(22)能够解决PA10
机械臂的关节角偏差问题,实现重复运动.此外,从图
2中可以看出,在运动过程中,各关节变量θi都在关节

角度限制内.然而,图3给出了PA10机械臂在运动过程
中各关节角速度的状态轨迹,可以看出,关节角速度
θ̇1和 θ̇2超出了其限定范围,即[0.15, −0.15] rad/s,显
然,这在实际应用中是不适用的,可能会造成机械臂
的关节损伤. 为了进行对比,下面给出第2种情况的仿
真结果.

情况2 考虑PA10机械臂的各关节物理限制的情
况下进行仿真. θ±i 与θ̇±i 的值如表2所示. 对应的仿真
结果如图4–7所示.

0.4
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0.0

0.2

 /
 m

 / m
0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

 / m

0.0

图 4 考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的运动轨迹

Fig. 4 The trajectory of PA10 manipulator with joint-
physical limits considered

图4给出了PA10机械臂跟踪圆形轨迹时的各个关
节运动状态和末端执行器轨迹,可以看出,末端执行
器的实际轨迹与期望圆形轨迹重合.此外,表3还给出
了初始关节变量与最终关节变量的误差 (即θi(10)−
θi(0)),可以看出,各关节误差精度约10−4. 图5给出了
PA10机械臂末端执行器的跟踪误差ê = r − g(θ),其
中êx, êy和êz分别为ê的X轴, Y轴和Z轴分量,可以看
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出,最大的跟踪误差不超过2× 10−4 m.
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图 5 考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的末端执
行器跟踪误差

Fig. 5 The end-effector tracking error of PA10 manipulator
with joint-physical limits considered
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图 6 考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的末端执
行器跟踪误差

Fig. 6 The joint angles of the PA10 manipulator’s end-
effector track the circular trajectory with joint-
physical limits considered

表 3 考虑关节物理极限情况下关节角位置误差
Table 3 Joint-angular position errors with joint-physic-

al limits considered

关节i θi(0) θi(10) θi(10)− θi(0)

1 0 −2.1011e−5 −2.1011e−5
2 0.7854 0.7854 −1.8907e−5
3 0.7854 0.7854 7.4476e−6
4 2.0944 2.0944 −2.0753e−5
5 0 −7.3372e−7 −7.3712e−7
6 −0.7854 −0.7854 3.1916e−6
7 0 −9.7979e−8 −9.7979e−8

结合图4–5和表3的结果可知,在考虑机械臂的各
关节物理限制的情况下, FTDNN模型(22)能够控制
PA10机械臂在极小的跟踪误差下实现重复运动.

图6–7分别展示了在考虑各关节物理限制情况下
PA10机械臂运动过程中关节角度和关节角速度的状
态轨迹,可以看出,由于考虑了各关节的物理限制,所
有关节角度θi与关节角速度θ̇i都保持在表2所给的限
制范围内,并且当冗余机械臂的关节速度接近于限制
范围的临界值时(即θ̇1和θ̇2),该关节速度就会停止加
速,从而保持在限制范围内.该仿真结果表明: 一方

面,对比于情况1,在实际应用中,考虑机械臂在运动
过程中的各关节的物理极限是非常必要的,这样可以
避免机械臂的物理损伤;另一方面,在考虑关节物理
极限的情况下, FTDNN模型(22)能够有效控制PA10
机械臂的末端执行器跟踪一个圆形轨迹,并使冗余机
械臂的所有关节都保持在其物理限制内.

. . . . . . .
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图 7 考虑各关节物理限制情况下PA10机械臂的末端执
行器跟踪圆形轨迹的关节角度

Fig. 7 The joint angular velocity of the PA10 manipulator’s
end-effector track the circular trajectory with joint-
physical limits considered

综上所述,本小节通过使PA10机械臂的末端执行
器在三维空间中跟踪圆形轨迹,验证了本文所提出
的FTDNN模型(22)的有效性和实用性.

5.2 模模模型型型对对对比比比

在本小节中,针对带约束RMP方案(10)–(12)的求
解,将本文所提出的FTDNN模型(22)与Xiao等人提出
的鲁棒非线性归零神经网络(RNZNN)和其他原对偶
神经网络进行对比. 从而验证了FTDNN模型(22)的优
越性.

首先,根据式(19),定义 FTDNN模型(22)求解带
约束RMP方案(10)–(12)的剩余误差为JE = ∥f((I −
K)µ+ d) +Kµ− d∥2,其中∥ · ∥2为2–范数,其结
果如图8所示. 从中可以看出在0.06704 s时, FTDN-
N模型的剩余误差已收敛至6.44× 10−6 m. 该结果
验证了 FTDNN模型(22)求解带约束RMP方案(10)–
(12)的有限时间收敛性.
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图 8 FTDNN模型(22)求解带约束RMP方案(10)–(12)的
收敛误差JE

Fig. 8 Convergence error JE of FTDNN model (22) form
solving RMP scheme (10)–(12) with constraints
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Xiao等人[18]最新提出的RNZNN模型在求解Lya-
punov方程时能够实现在预定时间内将误差收敛到零.
本文将其中的RNZNN模型运用求解RMP方案中,得
到的仿真结果如图9–10所示. 图9是RNZNN模型求解
带约束RMP方案(10)–(12)的收敛误差. 从图9中可以
看出在0.009921 s时, RNZNN模型的剩余误差已经收
敛到零. 从而验证了RNZNN模型求解带约束RMP方
案(10)–(12)是有限时间收敛的. 图10给出的是RNZN-
N模型控制PA10机械臂运动过程中各个关节角速度
的状态轨迹,可以看出, PA10机械臂的关节角速度θ̇1
和 θ̇2已经超出了其限定范围,即[−0.15, 0.15] rad/s.
因为RNZNN模型中用到的神经网络不是对偶神经网
络,在求解RMP方案的过程中无法考虑角度约束,因
此机械臂运动时关节速度会超出其限定范围.对比
FTDNN模型和RNZNN模型,虽然都能够在有限时间
内求解RMP方案,但是FTDNN模型考虑到了机械臂
运动时关节的物理极限,更加适用于实际应用.
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图 9 RNZNN模型求解带约束RMP方案的收敛误差

Fig. 9 Convergence error of RNZNN model form solving
RMP scheme with constraints
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图 10 RNZNN模型中PA10机械臂的末端执行器跟踪圆形
轨迹的关节速度状态图

Fig. 10 The joint angular velocity of the PA10 manipulator’s
end-effector track the circular trajectory with RNZN-
N model

其次,将FTDNN模型(22)与对偶神经网络 (stan-
dard dual neural network, SDNN), LVI-PDNN, SLVI-
PDNN进行对比,针对收敛时间与神经元数量两个问
题对比结果如表4所示.

从表4可知,针对带约束RMP方案 (10)–(12)的求
解, SDNN, LVI-PDNN和SLVI-PDNN的神经元数目

等价于该方案中的等式(11)和不等式(12)中变量的维
数之和,即n+m; FTDNN模型(22)求解该问题时,所
需的神经元数目仅等于不等式(12)中变量的维数,即
m. 这表明FTDNN模型(22)的计算复杂度要低于上
述 3种神经网络;此外, SDNN, LVI-PDNN和SLVI-
PDNN求解带约束RMP方案(10)–(12)最优解的时间
是无穷的[20–22],而根据前文分析可知, FTDNN模型
(22)收敛于带约束RMP方案(10)–(12)且求得最优解
的时间是有限的. 因此,从模型收敛时间和计算复杂
度两方面说明, FTDNN模型(22)相比于SDNN, LVI-
PDNN和SLVI-PDNN有更优越的性能.

表 4 不同神经网络求解带约束RMP方案(10)–(12)
的仿真结果对比

Table 4 Comparisons of FTDNN model with other neu-
ral network models by solving RMP scheme
(10)–(12) with constraints

神经网络 收敛时间 神经元数目

FTDNN 有限 m

SDNN[22] 无限 n+m

LVI-PDNN[19] 无限 n+m

SLVI-PDNN[21] 无限 n+m

图11分别给出了FTDNN模型, SDNN, LVI-PDNN
和SLVI-PDNN在考虑关节物理限制情况下控制PA10
机械臂的末端执行器跟踪圆形轨迹的回拢误差,可以
看出,本文所提出的FTDNN模型(22)能够在极小的回
拢误差下有效控制带有关节物理限制的PA10机械臂
跟踪圆形轨迹,并且其回拢误差精度远低于 SDNN,
LVI-PDNN和SLVI-PDNN,再次验证了 FTDNN模型
(22)的优越性.

10 6

10 4

100

FTDNN

SDNN

LVI-PDNN

SLVI-PDNN

回
拢
误
差
 / 

m

0 2 4 6 8 10

 / s

图 11 考虑关节物理限制情况下PA10末端执行器的回拢
误差

Fig. 11 Pull-back position errors of the end-effector of PA10
redundant manipulator with joint-physical limits con-
sidered

最后,为了进一步证明FTDNN模型(22)在实物机
械臂中的应用效果,图12展示了实物机械臂跟踪圆形
轨迹的实验结果.这组快照显示了Dobot Magician机
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器人执行器跟踪圆形轨迹任务的过程. 最终机械臂的
各关节角回拢到初始期望位置,从而验证FTDNN模
型(22)在实物机械臂运动中的可行性.

图 12 当末端执行器执行圆形轨迹任务时,末端执行器的
运动过程

Fig. 12 Movement of the end-effector when it performs a cir-
cular trajectory task

6 结结结论论论

本文针对带约束RMP方案(10)–(12),提出了一种
FTDNN模型(22). 在理论分析部分,证明了FTDNN模
型(22)的渐近稳定性,并进一步计算出该模型求解R-
MP方案(10)–(12)最优解的时间上界,证明了FTDNN
模型(22)的有限时间收敛性. 最后,将FTDNN模型应
用于PA10冗余机械臂的重复运动规划,计算机仿真结
果表明FTDNN模型求解带约束RMP方案(10)–(12)的
有效性.
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