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摘要:本文针对时滞半Markov切换随机系统,建立了一种基于时变驻留时间条件的不定多重Lyapunov-Razumik-
hin函数方法,给出了系统输入–状态稳定性和积分输入–状态稳定性判别条件.一方面,构造了一种不定多重Lyapu-
nov函数,不要求每个子系统对应的Lyapunov-Razumikhin函数导数总是保持负定,从而放宽了对于子系统稳定性要
求,甚至允许了不稳定子系统的存在;另一方面,提出了一种时变驻留时间条件来表示半Markov切换信号的切换次
数与子系统驻留时间之间的关系,利用时变函数对切换次数进行估计,间接放松了不定多重Lyapunov-Razumikhin
函数选取的限制.最后,数值算例验证了所提方法的有效性.
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Abstract: The time-delayed stochastic systems with semi-Markovian switching are investigate in this paper. We es-
tablish an indefinite multiple Lyapunov-Razumikhin functions method based on a time-varying dwell time condition, and
get input-to-state stability and integral input-to-state stability conditions. On the one hand, by introducing the indefinite
multiple Lyapunov functions, we do not require that derivatives of Lyapunov-Razumikhin functions always remain neg-
ative, which eases stability requirements of subsystems, even allows unstable subsystems to exist. On the other hand, a
time-varying dwell time condition is proposed to illustrate the connection between the switch counts and the dwell time.
By this condition, we propose a time-varying functions to estimate the switch counts of the semi-Markovian switching
signal, which mediately loosens the restrictions of multiple Lyapunov functions. Finally, a numerical example is presented
to show the effectiveness of our results.
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1 引引引言言言

实际系统如电力系统、通信系统、飞控系统、社会

经济学系统等往往存在着外部随机扰动、随机结构突

变、时滞等现象.为了描述实际系统运行过程中所受
到的随机扰动, Itô通过数学方法将布朗运动与确定性
的运动增量结合,确定了随机微分方程的概念[1];有
学者提出Markov切换系统来描述结构随机突变的系
统[2];时滞Markov切换随机系统同时具有以上3种现
象,因此受到广泛的关注及研究[3–5].

计算机系统的故障现象具有Markov性,但其故障
持续时间与正常持续时间是随机的且时变的,模态驻
留时间非时变的Markov链并不适用,故有学者采取了
模态驻留时间服从任意分布的半Markov过程进行建
模[6]. 除计算机科学之外,半Markov过程被广泛应用
于其他学科领域研究,如流体力学、生物信息学、经济
金融学等[7–8]. 在控制理论领域中,半Markov切换系
统同样受到了广泛的关注[9–15].

输入–状态稳定性(input-to-state stability, ISS)是非
线性系统分析及控制中的一种重要的概念[16–18],一般
采用Lyapunov-Razumikhin(L-R)函数方法判别时滞
非线性系统是否是ISS,但L-R函数方法是充分条件,
其导数的负定性条件限制了Lyapunov函数的选取,使
得稳定性分析变得保守.为了使L-R函数方法有效地
运用于系统分析中,放松Lyapunov函数选取条件成为
了诸多学者研究的目标[19]. 近些年,有文献提出一种
不需要Lyapunov函数导数处处负定的不定Lyap-
unov函数方法,并应于时滞系统[20–22]、随机系统[23]、

切换系统[24–25]等的分析及控制. Zhou等人[22–23]针对

具有时滞的时变系统,提出了更具一般性的基于一致
渐近稳定(uniformly asymptotically stable, UAS)函数
的不定Lyapunov函数方法.

Branicky[26]提出了多重Lyapunov函数方法(multi-
ple Lyapunov functions, MLFs),针对每个子系统建立
不同的Lyapunov函数,这为确定性切换系统稳定性分
析开辟了新的视角. 同样的, MLFs被广泛应用于半
Markov切换系统这样的随机切换系统稳定性分析及
控制器设计[12–15, 27–30]. 更重要的是,凭借着多个Lya-
punov函数的灵活性以及不可约半Markov链的遍历
性,这些文献放松了对于多重Lyapunov函数导数全部
负定的约束.遗憾的是,它们只能处理时不变的MLFs
导数,不适于时变切换系统.为此, Long[31]将MLFs与
时变不定Lyapunov函数结合,建立了针对时变切换系
统的不定多重Lyapunov函数(indefinite MLFs, iMLFs)
方法. 在此基础上,文献[32]利用Markov过程模态驻
留时间指数分布特性提出了一种时变切换次数估计

函数,放松了切换次数估计给iMLFs带来的限制,并建
立了Markov切换随机系统稳定性分析方法.

对于时变半Markov切换系统而言,虽然不可约半

Markov过程与iMLFs组合能够有效地处理时变子系
统局部及全局不稳定的问题,但实际系统的参数突变
可能不是不可约半Markov过程. 此外,文献[32]提出
的时变切换次数估计函数能够放松iMLFs的一些限
制,但仅限于驻留时间服从指数分布的Markov过程,
半Markov过程中模态驻留时间的分布却是任意的. 对
此,本文针对时滞半Markov切换随机系统提出一种时
变驻留时间条件来估计驻留时间服从任意分布情形

下的切换次数,在不要求半Markov切换过程不可约的
前提下,将L-R函数与iMLFs方法结合,建立一种基于
时变驻留时间条件的随机输入–状态稳定性和随机积
分输入–状态稳定性的不定L-R函数(IMLRFs)方法.

注注注 1 本文采用以下符号: Rn代表n维欧氏空间, |x|代
表欧氏范数; R+

t0
:=[t0,+∞); N+ :={1, 2, · · · }; N :=0 ∪N+;

(Ω,F , {Ft}t>t0 ,P)代表完备的概率空间, Ω是样本空间, F
是σ代数, {Ft}t>t0是域流, P{·}是概率测度, E{·}代表期望;

给定函数f : R+
t0

→ Rn, ∥f∥[t0,t) := sup
s∈[t0,t]

|f(s)|, ∥f∥∞=

lim
t→∞

∥f∥[t0,t); C
1,2 代表首个变量一阶可微且另一变量二阶

可微函数的函数族; PC代表分段连续函数族;函数α : R+
0

→ R+是K类函数当且仅当α是严格增的连续函数,记作α ∈
K,如果 lim

s→∞
α(s)=∞,则α是K∞函数记作α ∈ K∞. β(s, t) :

R+
0 ×R+

0 →R+
0是KL函数,如果固定t时β∈K,固定s时β(s,

t)关于t递减, lim
t→∞

β(s, t) = 0.

2 预预预备备备知知知识识识

考虑如下半Markov切换随机时滞系统:
dx(t) = f (t, xt, u(t), r(t)) dt+

g (t, xt, u(t), r(t)) dBt,

x(t0)=ξ(θ), θ ∈ [t0 −∆, t0], t0 > ∆,

(1)

其中: x(t) ∈ Rn是系统的状态, u(t) ∈ PC(R+
t0 ;R

n)

是可测的本征局部有界的外部输入, ∆为时滞上界,
时滞相关的状态记作xt = x(t+ θ), θ ∈ [−∆, 0]. 系
统的初值x(t0) ∈ Rn是确定性函数. Bt是定义在完备

概率测度空间(Ω,F , {Ft}t>t0)上的n维标准布朗运

动.定义子系统模态S = {1, 2, · · · ,M},其中M ∈N.
切换信号r(t)∈S是右连续且模态有限的半Markov过
程,对应的切换时刻T ={τ1, τ2, · · · }. 对任意i ∈ S函

数f(t, x, i)和g(t, x, i)均为Borel可测且满足局部Lip-
shitz条件,并有f(0, 0, i) = g(0, 0, i) ≡ 0.

定定定义义义 1[30] 半Markov过程r(t)由嵌入Markov过
程和驻留时间组成的: 当t∈ [τk, τk+1], k∈N时,嵌入
Markov过程为r(t)=rk和驻留时间为s(k),两者相互
独立. 离散时间Markov过程r(t)=rk模态i到j的转移

概率为P{rk=j|rk−1= i}=pij ,模态转移概率矩阵
记为P =[pij]M×M . 驻留时间s(k)的分布函数为

Fij(t) = P{s(k) 6 t|rk = j, rk−1 = i},
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i, j ∈ S, t > t0.

rk和s(k)一同满足无记忆性:

P{rk= i, s(k)6 t|rk−1, s(k − 1), · · · , r1, s(1)}=
P{rk= i, s(k)6 t|rk−1}, i ∈ S, t > t0.

设t ∈ [τk, τk+1]时半Markov过程r(t) = i,那么模
态i的驻留时间记作si(k)=τk+1 − τk. 假设si(k)是关

于k相互独立且同分布的随机变量, E{si(k)} = mi.

总驻留时间Ti(t) =
Ni(t,t0)∑
k=1

si (k),其中Ni(t, t0)代表

t0到t时间段内到达模态i的次数. 如果嵌入Markov过
程是不可约的,那么半Markov切换信号是不可约的.

引引引理理理 1[30] 如果半Markov切换信号是不可约的,
则rk有平稳分布π = [π̄1, π̄2, · · · , π̄M ], r(t)存在平稳
分布π = [π1, · · · , πM ],

πi =
π̄imi∑

j∈S

π̄jmj

, i ∈ S,

并有

lim
t→∞

Ti(t)

t− t0
= πi, a.s.

系统状态x(t)满足以下定义,则可称系统(1)是随
机输入–状态稳定或是随机积分输入–状态稳定的.

定定定义义义 2[33] 如果对任意常数ϵ ∈ (0, 1)存在函

数β ∈ KL和γ ∈ K∞满足

P{|x(t)| < β(∥ξ∥, t− t0) + γ(∥u∥[t0,t])} > 1− ϵ,

∀t ∈ R+
t0
, ∀ξ ∈ Rn, (2)

系统(1)是随机输入–状态稳定的(stochastically input-
to-state stable, SISS).进一步,如果存在函数β∈KL和
γ1, γ2∈K∞满足

P {|x(t)| < β(∥ξ∥, t− t0)+

γ1(
w t

t0
γ2(|u(s)|)ds)} > 1− ϵ, ∀t ∈ R+

t0
, ∀ξ ∈ Rn,

(3)

系统(1)是随机积分输入–状态稳定的 (stochastically
integral input-to-state stable, SiISS).

本文针对随机系统稳定性研究需引入无穷小算子

和Itô公式[4]. 设V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),定义如
下无穷小算子:

LV (t, x, i) = Vt(t, x, i) + Vx(t, x, i)f(t, x, i, u)+

1

2
trace[gT(t, x, i, u)Vxx(t, x, i)g(t, x, i, u)],

HV (t, x, i) = Vx(t, x, i)g(t, x, i, u), i ∈ S,

其中:

Vt(t, x, i) =
∂V (t, x, i)

∂t
,

Vx(t, x, i) = [
∂V (t, x, i)

∂xk

]1×n,

Vxx(t, x, i) = [
∂2V (t, x, i)

∂xk∂xl

]n×n.

由文献[4]中的Itô公式可得

dV (t, x, i)=LV (t, x, i)dt+HV (t, x, i)dBt. (4)

不定Lyapunov函数中的不定是指在Lyapunov函

数导数估计不等式中加入值域为实数的时变标量函

数,即

V̇ (t, x(t)) 6 λ(t)V (t, x(t)), λ ∈ R,

其中λ(t) ∈ R容许了Lyapunov函数出现局部能量增

现象.为了保证Lyapunov函数能量是整体下降的,需

要引入一致渐近稳定UAS函数.

定定定义义义 3[22–23] 函数λ ∈ PC(R+;R)满足以下条
件任意一个:

1) 存在ε > 0和δ > 0使得w t

t0
λ(s)ds 6 −ε(t− t0) + δ;

2) 对任意给定的常数c > 0,存在T ∗(c) > 0使得w t+T

t
λ(s)ds 6 −c,w t+θ

t
λ(s)ds 6 d, θ ∈ [0, T ],

对任意T ∗(c) 6 T < ∞都成立,其中d ∈ R;

3) 如果λ(t)是周期为T的周期函数,则只需要存

在ε > 0使得 w t+T

t
λ(s)ds 6 −ε,

那么函数λ(t)被称之UAS函数.

对于任意给定的T > 0, UAS函数λ(t)的过冲定义

如下:

ηλ(T ) = sup
t>t0

{ max
θ∈[0,T ]

{
w t+θ

t
λ(s)ds}}.

此外,建立iMLRFs还需要类Halanay不等式.

引引引理理理 2[34–35] 设T ∗ > 0,对于局部有界函数

v ∈ PC([t0 − T ∗ t0];R+)以及d ∈ PC(R+
t0 ;R

+),假

设存在常数ρ̄ ∈ (0, 1)使得

v(t) 6 ρ̄∥v∥[t−T∗,t] + d(t), ∀t > t0,

那么有下列不等式成立:

v(t) 6 ∥v∥[t0−T∗,t0]e
ln ρ̄
T∗ t +

1

1− ρ̄
∥d∥[t0,t].

定定定义义义 4 令N(b, a)为切换信号r(t)在时间段[a,

b]内发生的切换次数, sr(t)为切换信号r(t)的驻留时
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间,切换次数和驻留时间满足

N(b, a) 6
w b

a

dh

sr(h)
. (5)

注注注 2 定义4描述了切换次数与驻留时间的时变关系.

不等式(5)未约束驻留时间,因而N(b, a)可以随时间变化,故

称之为时变驻留时间条件.

引引引理理理 3 当切换信号为半Markov过程时,有如下

的切换次数的估计:

E{N(b, a)} 6
w b

a
E{ dh

mr(h)

}.

证由Fubini-Tonelli定理[3],可得w b

a
E{ dh

mr(h)

} = E{
w b

a

dh

E{sr(h)|r(h)}
}.

根据Jensen不等式有1/E{si} 6 E {1/si},故可得

E{
w b

a

dh

E{sr(h)|r(h)}
} 6

E{
w b

a
E{ dh

sr(h)

∣∣∣∣r(h)}} = E{
w b

a

dh

sr(h)
}.

最终可得E{N(b, a)} 6 E{
r b

a

dh

sr(h)
},满足时变驻留

时间条件. 证毕.

注注注 3 在未要求半Markov切换信号是不可约的前提

下,引理3基于定义4给出一种时变的切换次数估计.

基于以上知识,下文将给出时滞半Markov切换随

机系统以及时滞Markov切换随机系统SISS和SiSS判

据.

3 主主主要要要结结结论论论

3.1 时时时滞滞滞半半半Markov切切切换换换随随随机机机系系系统统统SISS判判判据据据

定定定理理理 1 存在函数V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),

函数λ ∈ PC(R+;R), α1, α2, ρ1, ρ2 ∈ K∞,以及正常

数µ > 1, ρ̄ ∈ (0, 1),满足

1) α1(|x(t)|) 6 V (t, x(t), i) 6 α2(|x(t)|);
2) LV (t, x(t), i)6λ(t)V (t, x(t), i),当V (t, x(t),

i)> max{ρ1(V (t+θ, x(t+θ), r(t+θ))), ρ2(|u(t)|)},

θ ∈ [−∆, 0];

3) V (t, x(t), i) 6 µV (t, x(t), j);

4) λ0(t) = λ(t) + E{ lnµ

mr(t)

}是UAS函数,且满足

ρ1(s) 6
ρ̄

ηλ0

s,其中ηλ0
=exp(φλ0

),那么半Markov切

换随机时滞系统是随机输入–状态稳定的(SISS).

证为了证明简便,令vr(t)(t)=V (t, x(t), r(t)). 定

义增益裕度集

B = {vr(t)(t) 6 max ρ1(vr(t+θ)(t+ θ), ρ2(|u(t)|))},

θ ∈ [−∆, 0],以及时停序列

T0= t0,

T1=inf{t > T0 : vr(t)(t) ∈ B}∪{∞},
T2j=inf{t > T2j−1 : vr(t)(t) ∈ Bc}∪{∞},
T2j+1=inf{t > T2j : vr(t)(t) ∈ B}∪{∞},

(6)

其中Bc是集合B的补集, j = 1, 2, · · · .

分别考虑初值的两种情形: vr(t0)(t0) ∈ Bc以及

vr(t0)(t0) ∈ B.

情形1 vr(t0)(t0) ∈ Bc,即存在T1 > t0,需要分

为[T0, T1]和[T1,+∞)时间段去分析vr(t)(t).

首先对t ∈ [T0, T1],有

vr(t)(t) > max(ρ1(vr(t+θ)(t+ θ)), ρ2(|u(t)|)),

其中θ ∈ [−∆, 0],根据条件2)可得

LV (t, x(t), i) 6 λ(t)V (t, x(t), i).

当T0 6 τk < t 6 T1, r(t) = r(τk) = ik ∈ S,由Itô公

式可得

vik(t) 6vik(τk)e
r t
τk

λ(s)ds
+w t

τk
Hvik(s)e

r t
s
λ(h)dhdBs. (7)

根据条件3)有

vik(t) 6µvik−1
(τk−1)e

r τk
τk−1

λ(s)ds
+

µ
w τk

τk−1

Hvik−1
(s)e

r τk
s

λ(h)dhdBs. (8)

对上式(8)进行迭代并代入式(7)中得

vik(t) 6vr0(t0)µ
ke

r t
t0

λ(s)ds+

k−1∑
l=0

µk−l
w τl+1

τl
Hvil(s)e

r τl+1
s λ(h)dhdBs+

w t

τk
Hvik(s)e

r t
s
λ(h)dhdBs.

令k = N(t, t0),∀t ∈ [T0, T1],

vr(t)(t) 6µN(t,t0)vr0(t0)e
r t
t0

λ(s)ds+w t

t0
µN(t,s)e

r t
s
λ(h)dhHvr(s)(s)dBs.

两边同期望, ∀t ∈ [t0, T1]有

E{vr(t)(t)} 6 vr0(t0)E{µN(t,t0)e
r t
t0

λ(s)ds}. (9)

接下来考虑 t ∈ [T1, +∞). 对 t ∈ [T2j−1, T2j ],

vr(t)(t) ∈ B,有

vr(t) 6
ρ̄

ηλ0

sup
θ∈[−∆,0]

{vr(t+θ)(t+θ)}+ρ2(|u(t)|). (10)
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对t ∈ [T2j, T2j+1], vr(t)(t) ∈ Bc,有
Lvr(t)(t) 6 λ(t)vr(t)(t), t ∈ [T2j, T2j+1]− T ,

vr(t)(t) < µvr(t−)(t
−), t ∈ [T2j, T2j+1] ∩ T ,

vr(T2j)6
ρ̄

ηλ0

sup
θ∈[−∆,0]

{vr(t+θ)(t+θ)}+ρ2(|u(t)|).

对其求解可得

E{vr(t)(t)} 6 E{vr(T2j)(T2j)µ
N(t,T2j)e

r t
T2j

λ(s)ds} 6
ρ̄

ηλ0

sup
θ∈[−∆,0]

E{vr(t+θ)(t+ θ)µN(t,T2j)e
r t
T2j

λ(s)ds}+

ρ2(|u(t)|). (11)

因而对t ∈ [T1,∞),由式(10)–(11)可得

E{vr(t)(t)} 6
ρ̄

ηλ0

sup
θ∈[−∆,0]

E{vr(t+θ)(t+ θ)µN(t,T1)e
r t
T1

λ(s)ds}+

ρ2(|u(t)|). (12)

根据引理3有

E{µN(t,t0)e
r t
t0

λ(s)ds}6e
r t
t0

(λ(s)+E{ lnµ
mr(s)

})ds
.

记λ0(t)=λ(t)+E{ lnµ

mr(t)

},根据UAS函数的定义,存

在过冲φλ0
满足

1 < exp(
w t

t0
λ0(s)ds) 6 exp(φλ0

) = ηλ0
. (13)

将式(13)代入式(12)中并由引理2得

E{vr(t)(t)} 6E{∥vr(t)(t)∥[T1−∆,T1]}e
ln ρ̄
∆ (t−T1)+

1

1− ρ̄
ρ2(∥u(t)∥[T1,t]). (14)

当t∈ [t0, T1]有式(9)成立, t∈ [T1,+∞)有式(14)成

立,两者相结合得

E{vr(t)(t)} 6∥vr0(t0)∥eε̄(t−t0)+

1

1− ρ̄
ρ2(∥u(t)∥[t0,t]), (15)

其中ε̄ = (−ε) ∨ ρ̄

∆
< 0.

情形2 vr0(t0)∈B,有P{T1=T0}=1,即式(14)

成立,因此有

E{vr(t)(t)} 6∥vr(t)(t)∥[t0−∆,t0]e
ln ρ̄
∆ (t−t0)+

1

1− ρ̄
ρ2(∥u(t)∥[r0,t]). (16)

综合情形1的式(15)和情形2的式(16),

E{vr(t)(t)} 6∥vr0(t0)∥eε̄(t−t0)+

1

1− ρ̄
ρ2(∥u(t)∥[t0,t]),

其中ε̄=(−ε)∨ ρ̄

∆
<0. 由条件1)以及K类函数的特性

α−11 (s) ∈ K∞, α1(s1+s2)62α1(s1)+α1(s2) (17)

可得

E{|x(t)|} 6α−1
1 (2α2(∥ξ∥eε̄(t−t0)))+

2

1− ρ̄
α−1

1

(
ρ2(∥u(t)∥[t0,t])

)
,

记γ(s)=2/(1−ρ̄)α−1
1 (ρ2(s)),应用Markov不等式[3],

任意选取ϵ ∈ (0, 1)可得

P{|x(t)| < β̄(∥ξ∥, t− t0) + γ(∥u∥[t0,t])} >

1− E{|x(t)|}
β̄(∥ξ∥, t− t0) + γ̄(∥u∥[t0,t])

= 1− ϵ,

其中: β̄(s, t) = α−1
1 (2α2(s)e

ε̄t)/ϵ, γ̄(s) = γ(s)/ϵ,根
据定义2系统(1)是SISS. 证毕.

注注注 4 由于系统1为随机系统,其状态x(t)是随机过程,

因此采用随机增益裕度分析方法. 定理1中λ(t)的值域为实

数,也就意味着子系统的无穷小算子在某些时间段内为正,甚

至允许不稳定子系统的存在. 时变驻留时间条件与UAS函数

的结合,放松了Lyapunov函数的限制,也去除了半Markov过

程不可约的假设.

下文将基于iMLRFs方法建立系统SiSS条件.

定定定理理理 2 存在函数V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),
函数λ ∈ PC(R+;R), α1, α2, ρ, χ ∈ K∞,以及正常数
µ > 1, ρ̄ ∈ (0, 1),满足

1) α1(|x(t)|) 6 V (t, x(t), i) 6 α2(|x(t)|);
2) 当V (t, x(t), i)> sup

−∆6θ60

{ρ(V (t+ θ, x(t+ θ),

r(t+ θ)))}, θ ∈ [−∆, 0],有

LV (t, x(t), i)6λ(t)V (t, x(t), i)+χ(|u(t)|);

3) V (t, x(t), i) 6 µV (t, x(t), j);

4) λ0(t) = λ(t) + E{ lnµ

mr(t)

}是UAS函数,且满足

ρ(s) 6 ρ̄

ηλ0

,其中ηλ0
=exp(φλ0

),那么半Markov切换

随机时滞系统是积分输入–状态稳定的(SiISS).

证 设vr(t)(t) = V (t, x(t), r(t)), B = {vr(t)(t)
6 sup

−∆6θ60

{ρ1(vr(t+θ)(t+ θ))}},定义时停序列(6).

考虑以下两种情形: vr0(t0) ∈ Bc和vr0(t0) ∈ B.

情形1 vr0(t0) ∈ Bc,即存在T1 > t0,因此需要
考虑t ∈ [t0, T1]和t ∈ [T1,+∞)两种情形.

根据条件2)–3),当t ∈ [t0, T1]有

E{vr(t)(t)} 6E{vr0(t0)µN(t,t0)e
r t
t0

λ(s)ds}+w t

t0
E{µN(t,s)e

r t
s
λ(h)dh}χ(|u(s)|)ds.

根据Jensen不等式和引理3可知
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E{µN(t,t0)e
r t
t0

λ(s)ds} 6 e
r t
t0

(λ(s)+E{ lnµ
mr(t)

})ds
.

记λ0(t)=λ(t)+E{ lnµ

mr(t)

},因此可得

E{vr(t)(t)} 6vr0(t0)e
r t
t0

λ0(s)ds+w t

t0
e

r t
s
λ0(h)dhχ(|u(s)|)ds. (18)

接下来考虑t ∈ [T1,+∞)时的情况. 当t∈ [T2j−1,

T2j], j = 1, 2, · · · ,有

vr(t)(t) 6 sup
−∆6θ60

{ρ(vr(t+θ)(t+ θ))} 6

ρ̄

ηλ0

sup
−∆6θ60

{vr(t+θ)(t+ θ)}. (19)

当t ∈ [T2j, T2j+1],根据条件2)–3)可建立如下不

等式:

Lvr(t)(t)6λ(t)vr(t)(t)+χ(|u(t)|),
t ∈ [T2j, T2j+1]− T ,

vr(t)(t)6µvr(t−)(t
−), t ∈ [T2j, T2j+1] ∩ T ,

vr(T2j)(T2j)6
ρ̄

ηλ0

∥v∥[T2j−∆,T2j ].

求解可得

E{vr(t)(t)} 6
ρ̄

ηλ0

sup
−∆6θ60

E{vr(T2j+θ)(T2j + θ)}e
r t
T2j

λ0(s)ds+

w t

T2j

e
r t
s
λ0(h)dhχ(|u(s)|)ds, (20)

其中λ0(t) = λ(t) + E{ lnµ

mr(t)

}.

将式(19)与式(20)结合,可知当t ∈ [T1,∞)时,有

E{vr(t)(t)} 6
ρ̄

ηλ0

sup
−∆6θ60

E{vr(t+θ)(t+ θ)}e
r t
T1

λ0(s)ds+

w t

T1

e
r t
s
λ0(h)dhχ(|u(s)|)ds, (21)

由式(18)和式(22),可知对∀t > t0有

E{vr(t)(t)} 6
ρ̄

ηλ0

sup
−∆6θ60

E{vr(t+θ)(t+ θ)}e
r t
t0

λ0(s)ds+

w t

t0
e

r t
s
λ0(h)dhχ(|u(s)|)ds, (22)

根据条件4), UAS函数λ0(t)存在过冲ηλ0
> 1使得下

式成立:

E{vr(t)(t)} 6ρ̄ sup
−∆6θ60

E{vr(t+θ)(t+ θ)}+
w t

t0
e

r t
s
λ0(h)dhχ(|u(s)|)ds,

由引理2可得

E{vr(t)(t)} 6∥v∥[t0−∆,t0]e
ln ρ̄
∆ (t−t0)+

ηλ0

1− ρ̄

w t

t0
χ(|u(s)|)ds. (23)

情形2 vr(t)(t) ∈ B可推得P{T1 = T0} = 1,因

此有式(22)成立,根据引理2同样可得到式(23).

由条件1)以及K类函数的特性(17)可对式(23)进

行处理得到

E{|x(t)|} 62α−1
1 (α2 (∥ξ∥) e

ln ρ̄
∆ (t−t0))+

2ηλ0

1− ρ̄
α−1

1 (
w t

t0
χ(|u(s)|)ds).

应用Markov不等式[3],可得

P{|x(t)|<β̄(∥ξ∥, t−t0)+γ1(
w t

t0
γ2(|u(s)|)ds)}>

1− E{|x(t)|}
β̄(∥ξ∥, t−t0)+γ1

(r t

t0
γ2(|u(s)|)ds

) = 1− ϵ,

其中: β̄(s, t) = 2α−1
1 (α2(s)e

ln ρ̄
∆ t)/ϵ, γ2=χ(s), γ1(s)

= 2ηλ0
α−1

1 (s)/((1− ρ̄)ϵ),其中ln ρ̄ < 0. 根据定义2

可知,系统是SiISS. 证毕.

注注注 5 mr(t)作为分段连续函数与切换信号r(t)相关,

因而定理1和定理2中的条件4)较难验证,下面将给出替代条

件.

引引引理理理 4 如果满足以下任一条件:

U1) λ(t) +
lnµ

min
i∈S

{mi}
是一个UAS函数,

U2) r(t)不可约, λ(t) +
∑
i∈S

πi lnµ

mi

是UAS函数,

那么λ0(t)是UAS函数.

证 因为mr(t) > min
i∈S

{mi},故有

w t

t0
λ0(t)ds 6

w t

t0
(λ(s) +

lnµ

min
i∈S

{mi}
)ds 6

− ε(t− t0) + δ,

根据UAS函数定义, λ0(t)是UAS函数.

半Markov过程r(t)不可约时,由引理1,对∀ε1>0,

存在T (ε1) > 0,使得t > T (ε1)有

Ti(t) < (πi + ε1)(t− t0), ∀i ∈ S,

当ε → 0可得w t

t0

lnµ

mr(s)

ds =
∑
i∈S

Ti(t) lnµ

mi

I{r(t)=i} 6

∑
i∈S

πi lnµ

mi

(t− t0).
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因此 w t

t0
λ0(t)ds 6

w t

t0
(λ(t) +

πi lnµ

mi

)ds 6

− ε(t− t0) + δ,

λ0(t)是UAS函数. 证毕.

基于引理4可以得到如下稳定性推论.

推推推论论论 1 存在函数V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),
函数λ ∈ PC(R+;R), α1, α2, ρ1, ρ2 ∈ K∞,以及正常
数µ > 1, ρ̄ ∈ (0, 1),满足定理1中的条件1)–3)以及引
理4中的U1)或U2),系统是SISS.

推推推论论论 2 存在函数V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),
函数λ ∈ PC(R+;R), α1, α2, ρ, χ ∈ K∞,以及正常数
µ > 1, ρ̄ ∈ (0, 1),满足定理2中的条件1)–3)以及引理
4中的U1)或U2),系统是SiISS.

3.2 时时时滞滞滞Markov切切切换换换随随随机机机系系系统统统SISS判判判据据据
考虑如(1)式所示的时滞Markov切换随机系统,其

切换信号的定义如下.

定定定义义义 5 [30] 设r(t) ∈ S为右连续Markov链,其
模态转移矩阵为Q = [qij]M×M ,模态转移概率如下:

P{r(t+h)=j|r(t)=j}=

qijh+o(h), i ̸=j,

1 + qijh+o(h), i=j,

其中: h > 0, lim
h→0

o(h)/h = 0,模态i到j的转移速率

为qij > 0, i ̸= j,且有qii = −
∑
j ̸=i

qij .

值得注意的是,对任意k,驻留时间si(k)是独立同

分布于参数为qi的指数分布,即E{si(k)} = 1/qi,其
中qi = |qii|, i ∈ S.

Markov链是半Markov链的一种特殊形式,当驻留
时间服从指数分布,半Markov链退化为Markov链. 基
于定理1和定理2可推得滞Markov切换随机系统的
SISS以及SiISS判据.

推推推论论论 3 存在函数V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),
函数λ ∈ PC(R+;R), α1, α2, ρ1, ρ2 ∈ K∞,以及正常
数µ > 1, ρ̄ ∈ (0, 1),满足定理1(定理2)中的条件1)–
3)以及条件4): λ0(t) = λ(t) + E{qr(t)} lnµ是UAS函

数,其中: ρ1(s)6
ρ̄

ηλ0

s, ηλ0
= exp(φλ0

),时滞Markov

切换随机系统是SISS(SiISS).

证 根据引理3以及Markov链模态驻留时间服从
指数过程可知

E{µN(t,t0)e
r t
t0

λ(s)ds} 6

e
r t
t0

(λ(s)+E{ lnµ
mr(s)

})ds
= e

r t
t0

(λ(s)+E{qr(s)} lnµ)ds.

将此结果代入定理1和定理2中即可得到时滞Markov
切换随机系统SISS和SiISS条件. 证毕.

注注注 6 由于qr(t)为分段连续函数且具有随机特性,对

其进行积分较为困难,因而定理3和定理4中的条件4)较难验

证,下面将给出替代条件.

引引引理理理 5 如果满足以下任一条件:

M1) λ(t) + max
i∈S

{qi}是UAS函数;

M2) 如果Markov切换信号r(t)是不可约的,且
λ(t)+

∑
i∈S

πiqi lnµ是UAS函数;

那么λ0(t)是UAS函数.

证 令mr(t)=1/qr(t)代入引理4的证明中即可得
到结论,故略去证明. 证毕.

推推推论论论 4 存在函数V ∈ C1,2(R+ × Rn × S;R+),
函数λ ∈ PC(R+;R), α1, α2, ρ1, ρ2 ∈ K∞,以及正常
数µ > 1, ρ̄ ∈ (0, 1),满足定理1(定理2)的条件1)–3)
以及引理5,系统是SISS(SiISS).

4 数数数值值值算算算例例例

例例例 1 考虑如下系统:{
dx=f(t, xt, r, u)dt+g(t, xt, r)dBt,

x(t0)=ξ(θ), θ ∈ [t0 −∆, t0],
(24)

其中:

f(t, xt, u, 1) = (−3 + 4 sin(πt))x(t)+

sin(x(t− 2)) +
u2(t)

1 + x2(t)
,

f(t, xt, u, 2) = sin(πt)x(t− 2) +
u2(t)

1 + x2(t)
,

g(t, xt, i) =

√
10

5
x(t− 2), i = 1, 2,

初始时刻t0 = 2,时滞∆ = 2,初值函数ξ(θ) = 1 + θ,
θ ∈ [t0 −∆, t0].

选取Lyapunov函数V (t, x(t), 1)=V (t, x(t), 2)=

x2(t), V (t, x(t), 1)<2V (t, x(t), 2),因此µ=2,求得

LV (t, xt, 1) =(−6 + 8 sin(πt))x2(t)+

2x(t) sin(x(t− 2)) +
2

5
x2(t− 2)+

2x(t)u2(t)

1 + x2(t)
,

LV (t, xt, 1) =2 sin(πt)x(t)x(t− 2) +
2

5
x2(t− 2)+

2x(t)u2(t)

1 + x2(t)
,

当x2(t) > 2

5
x2(t− 2)时有

LV (t, xt, i) 6 (−5 + 8 sin(πt))V (t, xt, i) + u2(t).

因此可以确定λ(t)=−5 + 8 sin(πt), λ(t)为周期函
数,周期为2.

如果切换信号r(t) ∈ {1, 2}是半Markov过程, s1



第 2期 刘乾等: 时滞半Markov切换随机系统输入-状态稳定性分析的时变驻留时间条件方法 329

服从参数为1的指数分布, s2服从比例参数为1形状参

数为2的韦伯分布,可知m1 = 1以及m2 =
√
π/2. 因

此min
i∈S

{mi} = m2,嵌入的Markov过程的模态转移概

率矩阵为

P =

[
1/2 1/2
2/3 1/3

]
.

因此可以得到

λ0(t) =λ(t) +
lnµ

min
i∈S

{mi}
=

2 ln 2√
π

+ 8 sin(πt)− 5,

根据推论2,可得w T

0
λ0(s)ds<

w 2

0
(8 sin(πs)−4) ds = −8,

λ0(t)是UAS函数. 系统(24)在切换信号为半Markov
链时为SiISS.

如果切换信号r(t)是Markov过程,模态转移速率
矩阵为

Q =

[
−1 1

2 −2

]
,

因此maxi∈S{qi} = 2,应用推论4,w T

0
λ0(s)ds <

w 2

0
(−2 + 8 sin(πs)) ds < −4,

可知λ0(t)是UAS函数,系统是SiISS.

图1是系统(24)在切换信号为Markov过程时单次
实验下的状态轨迹,其中绿色的线段代表半Markov切
换信号,图2是100次独立实验下的状态轨迹,从图1–
图2可以看出系统(24)是SiISS.

图 1 时滞半Markov切换随机系统状态轨迹
Fig. 1 The state trajectories of the time-delay system with

semi-Markovian switching

图3是系统(24)在切换信号为Markov过程时单次
实验下的状态轨迹,其中绿色的线段代表Markov切换
信号,图4是100次独立实验下的状态轨迹. 从图3–4可
以看出Markov切换系统(24)是SiISS.

图 2 100次实验下的时滞半Markov切换随机系统状态轨迹

Fig. 2 The state trajectories of the time-delay system
with semi-Markovian switching under 100
times simulations

图 3 时滞Markov切换随机系统状态轨迹
Fig. 3 The state trajectories of the time-delay system with

Markovian switching
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图 4 100次实验下的时滞Markov切换随机系统状态轨迹
Fig. 4 The state trajectories of the time-delay system with

Markovian switching under 100 times simulations

5 结结结论论论

本文针对时滞半Markov切换随机系统,提出了一
种基于时变驻留时间条件的iMLRFs方法,建立了系
统随机输入–状态稳定性以及随机积分输入–状态稳
定性判据. 通过引入导数时变且不定的多个Lyapu-
nov函数,放松了子系统稳定性要求,甚至允许了不稳
定子系统的存在. 时变驻留时间条件的提出为切换次
数与驻留时间之间建立了一种时变关系,从而摆脱了
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半Markov过程不可约的约束条件,并放松了切换次
数估计对Lyapunov函数选取的限制.最后给出算例验
证方法的有效性.
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