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摘要:本文考虑含有扰动的一维抛物方程的状态观测问题,其中系统内部和边界上的扰动由一般的时变外系统
产生. 利用反步变换和解耦变换,设计了基于边界输出信号的状态观测器,用于在线估计原系统和外部系统的状态.
结果表明,随着时间的推移,观测器是指数收敛的. 最后,通过数值仿真验证了该观测器的有效性.
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Observer design of a 1-D parabolic equation with
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Abstract: In this paper, we consider state observer design for a one-dimensional parabolic equation that is disturbed
by external disturbances from spatial domain and boundaries. The disturbances are generated from a general time-varying
exosystem. A boundary state observer which estimates in real time both the system state and the exosystem state is designed
by using backstepping transformation and decoupling transformation. As a consequence, we show that the observer is
exponentially convergent as time goes on. Finally, some numerical simulations are presented to validate the effectiveness
of the proposed observer.
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1 引引引言言言

状态估计是实现输出反馈控制的必要途径之一,
在控制理论和工程实践中具有广泛应用,例如文
献[1–2]. 在分布参数系统状态重构的早期研究中,文
献[3–4]将Luenberger观测器的设计思想推广至无穷
维系统,此时要求系统具有有界的输出算子. 利用反
步(backstepping)技术,文献[5]为一类抛物型积分–微
分方程设计了基于边界输出的状态观测器. 该技术的
思想是引入Volterra变换,将不稳定系统变换为稳定的
目标系统,因此可应用于多种不稳定偏微分方程中[6].

在实际的控制系统中,不可避免会受到未知外界
干扰的影响,使系统的观测精度下降,甚至导致观测器

失效,这给观测器的设计及应用带来很大挑战.当外
部扰动进入系统时,需要设计这样的观测器,它不仅能
够提供系统状态的在线估计,而且能够实时估计扰动.
近年来,针对边界匹配或非匹配扰动, Feng等[7–9]学者

将有限维扩张状态观测器 (extended state observer,
ESO)推广到无穷维的分布参数系统中,取得了一系
列开创性成果.文献[10]为带有边界匹配谐波干扰的
波动方程设计了自适应观测器,实现了系统状态和未
知参数的在线估计.一般而言,当扰动从区域内部和
边界两端同时进入系统时,相应的观测器设计问题比
只有单一边界不确定性的系统要困难得多,现有的结
果也只涉及特定类型的扰动,比如,参数扰动[11]和调
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和扰动[12]. 文献[11]为带有多个不确定参数的非线性
波动方程设计了自适应观测器. 在持续激励条件下,
作者证明了上述自适应观测器是指数收敛的. 文献
[12]为带有多个外部扰动的抛物方程设计了指数收敛
的状态观测器,其中扰动由线性时不变的外部系统产
生. 文献[12]中的方法还可以应用到其他类型的偏微
分方程中,比如文献[13–14]. 文献[15]考虑了带有一
类周期时变外系统的线性各向异性双曲系统的输出

调节问题.作者证明了观测器收敛的前提是相应的周
期Sylvester方程可精确求解. 对于无法精确求解的一
般时变系统,文献[15]的方法很难直接推广.

本文研究带有外部扰动的一维抛物方程状态观测

器设计问题,其中所有扰动信号由一般时变外系统产
生. 本文有以下创新点: 1)将时不变或一类特殊的周
期时变外系统[15](S(t) = 0)推广为一般的时变外系
统,可以产生更加丰富的扰动信号; 2)引入全新的时
变目标误差系统.

记号:为了方便,现引入如下记号. Cn是n维复空

间, Cn×m为n×m复矩阵构成的集合.用∥ · ∥表示
Cn和Cn×m中的欧氏范数. 如果X和Y为Banach空间,
用L (X,Y )表示由X到Y的有界线性算子全体.若
Y =X ,记L (X)=L (X,X). 用C(0,∞;X)表示从

[0,∞)到X的连续函数的全体, Cm(0,∞;X)表示从

[0,∞)到X的具有m阶连续偏导数的函数全体.设
A(·) ∈ C(0,∞;X),其范数定义为

∥A∥∞ = sup
t>0

∥A(t)∥X . (1)

本文考虑如下一维抛物方程:

wt(x, t) = wxx(x, t) + λ0w(x, t)+

f(x)d0(t), 0<x< 1, t>0,

wx(0, t) = d1(t), t > 0,

wx(1, t) = u(t) + d2(t), t > 0,

ym(t) = w(1, t), t > 0,

w(x, 0) = w0(x), 0 6 x 6 1,

(2)

其中wx和wt分别表示w关于x和t的偏导数, λ0∈R是
已知常数, u(t)为控制(输入), ym(t)为观测(输出), w0

(x)为初值, di(t)(i = 0, 1, 2)代表外部扰动且由如下

时变外系统产生:
v̇(t) = S(t)v(t),

di(t) = Fi(t)v(t), i = 0, 1, 2,

v(0) = v0 ∈ Cn,

(3)

其中: v0为初值, S(·) ∈ C(0,∞;Cn×n), F0(·), F2(·)
∈C(0,∞;C1×n), F1(·)∈C1(0,∞;C1×n). 与时不变
外系统相比,时变外系统(3)能产生更多类型的扰动信
号,如周期信号[16]和带有时变频率的调和信号[17–18],
在机器臂[16]和光盘驱动器[17–18]中有许多应用.

本文的目标是: 利用输出信号w(1, t),设计观测器
以便同时估计抛物方程(2)和时变外系统(3)的状态.
为此,对S(·), Fi(·)(i = 0, 1, 2)作以下假设:

假假假设设设 1 S(·), Fi(·)(i = 0, 1, 2)是有界的,即存
在常数C > 0,使得{

∥S∥∞ + ∥F0∥∞ + ∥F2∥∞ 6 C,

∥F1∥∞ + ∥Ḟ1∥∞ 6 C.
(4)

假假假设设设 2 S(·), Fi(·)(i=0, 1, 2)是Hölder连续的,
即存在常数ℓi > 0, 0 < αi 6 1(i=1, 2, · · · , 5),使得

∥S(t)− S(s)∥ 6 ℓ1|t− s|α1 , ∀ t, s > 0,

∥F0(t)− F0(s)∥ 6 ℓ2|t− s|α2 , ∀ t, s > 0,

∥F1(t)− F1(s)∥ 6 ℓ3|t− s|α3 , ∀ t, s > 0,

∥Ḟ1(t)− Ḟ1(s)∥ 6 ℓ4|t− s|α4 , ∀ t, s > 0,

∥F2(t)− F2(s)∥ 6 ℓ5|t− s|α5 , ∀ t, s > 0.

(5)

本文安排如下: 在第2节中,引入辅助系统,并证
明其解的存在性,为后续构建解耦变换做准备;在
第3节中,利用反步变换和解耦变换,设计了状态观测
器;第4节,给出本文的主要结果及证明;第5节,通过
数值仿真验证理论结果的有效性;第6节,总结全文的
基本要点.

2 预预预备备备: 辅辅辅助助助系系系统统统解解解的的的存存存在在在性性性
令H = {G = (g1 g2 · · · gn)T|gi ∈ L2(0, 1)(i

= 1, 2, · · · , n)}. 在本节中,考虑如下辅助系统:
Vt(x, t)=Vxx(x, t)−(λI + ST(t))V (x, t)+

F (x, t),

Vx(0, t)=V (1, t) = 0, V (x, 0) = V0(x),

(6)

其中λ > ∥ST∥∞是常数, F (·, t)在[0,∞)上Hölder连
续,即存在常数ℓF > 0, 0 < ϖF 6 1,使得

∥F (·, t)−F (·, s)∥H 6ℓF |t−s|ϖF , ∀ t, s>0. (7)

定义算子Aλ : D(Aλ)(⊂ H) → H为
AλG = G′′ − λG, ∀ G ∈ D(Aλ),

D(Aλ) = {G ∈ H|AλG ∈ H,

∇G(0) = G(1) = 0}.
(8)

易证, Aλ生成H上解析且指数稳定的C0–半群eAλt,

∥eAλt∥H 6 L0e
−ω0t, ∀ t > 0, (9)

∥Aλe
Aλt∥L(H) 6 C0/t, ∀ t > 0, (10)

其中L0 > 0, ω0 > λ, C0 > 0为常数. 令

A(t) = −Aλ + ST(t), (11)

则系统(6)可改写为空间H上的发展方程:
d

dt
V (·, t) +A(t)V (·, t) = F (·, t),

V (·, 0) = V0.
(12)
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注意到算子A(t)是随时间变化的,系统(12)解的存在
性比时不变算子A(t) = A要复杂许多. 为解决上述
问题,现引入文献[20]中“发展系统”的概念.

定定定义义义 1[20, p. 129] 设U(t, s), 0 6 s 6 t 6 T为Ba-
nach空间X上的双参数有界线性算子族. 如果:

1) U(s, s) = I;

2) U(t, r)U(r, s) = U(t, s), ∀ 0 6 s 6 r 6 t 6 T ;

3) ∀ 0 6 s 6 t 6 T , (t, s) → U(t, s)是强连续的,称

U(t, s)为X上的发展系统.

命命命题题题 1[20,定理6.1] 若线性时变算子

A(t) : D(A(t))→X, t∈ [0, T ]

满足下列抛物型条件:
P1)算子A(t)(t ∈ [0, T ])的定义域D(A(t)) = D不依

赖于时间t且在空间X中稠密;
P2)对所有的t ∈ [0, T ]以及ω ∈ C满足Re ω 6 0,算
子A(t)的预解算子R(ω,A(t))都存在,并且存在常数
M > 0,使得对所有的t ∈ [0, T ]有

∥R(ω,A(t))∥L (X) 6
M

|ω|+ 1
, Re ω 6 0; (13)

P3)存在常数L > 0和常数α ∈ (0, 1],使得对所有的
s, t, τ ∈ [0, T ]有

∥(A(t)−A(s))A(τ)−1∥L (X) 6 L|t− s|α, (14)

则U(t, s)(0 6 s 6 t 6 T )满足:
E1) ∥U(t, s)∥L (X) 6 C, ∀ 0 6 s 6 t 6 T ;
E2)对任意06s<t6T , U(t, s) : X→D在空间X上

强可微.偏导数
∂

∂t
U(t, s)∈B(X)并且在区间06s<

t6T上强连续.进一步,对任意的06s<t 6 T有

∂

∂t
U(t, s) +A(t)U(t, s) = 0, (15)

∥ ∂

∂t
U(t, s)∥L (X) = ∥A(t)U(t, s)∥L (X) 6

C

t− s
, (16)

以及对任意的0 6 s 6 t 6 T ,有

∥A(t)U(t, s)A(s)−1∥L (X) 6 C; (17)

E3)对任意初值v ∈ D, U(t, s)v相对s是可微的且

∂

∂s
U(t, s)v = U(t, s)A(s)v. (18)

命命命题题题 2[20,定理7.1] 若线性时变算子{A(t)}t∈[0.T ]

满足条件P1)–P3),且U(t, s)为满足命题1的发展系统.
如果f(·)为[s, t]上的Hölder连续函数,则对任意的初
值x ∈ X ,下列初值问题:

du(t)

dt
+A(t)u(t) = f(t), 0 6 s < t 6 T,

u(s) = x,
(19)

存在唯一的解u,并且具有下列表达式:

u(t) = U(t, s)x+
w t

s
U(t, σ)f(σ)dσ. (20)

引引引理理理 1 假设1–2成立. 则对任意的时刻t > 0,
由式(11)定义的时变算子A(t)满足抛物条件P1)–P3).
因此,对任意的初值V0(·) ∈ H ,系统(6)存在唯一的
解V (·, t) ∈ C(0,∞;H),并且

V (·, t) = U(t, 0)V0 +
w t

0
U(t, s)F (·, s)ds. (21)

其中U(t, s)为满足E1)–E3)的发展方程.

证 显然,算子A(t)满足条件P1). 现验证条件
P2). 令A0 , Aλ+λI . 容易证明,算子A0生成空间H

上的解析半群eA0t. 于是, −A0满足条件P2),即存在
常数M > 0,使得

∥R(ω,−A0)∥L (H) 6
M

|ω|+ 1
, ∀ Re ω 6 0. (22)

因此,

∥ST(t)R(ω,−Aλ)∥L (H) =

∥ST(t)R(ω − λ,−A0)∥L (H) 6

M∥ST∥∞
|ω|+ λ+ 1

, ∀ Re ω 6 0. (23)

选取

λ > M∥ST∥∞, (24)

有

∥ST(t)R(ω,−Aλ)∥L (H) < 1. (25)

因此,算子I − ST(t)R(ω,−Aλ)是可逆的,并且

∥
(
I − ST(t)R(ω,−Aλ)

)−1 ∥L (H) 6
1

1− ∥ST(t)R(ω,−Aλ)∥L (H)

. (26)

由下列公式:

R(ω,A(t)) =

R(ω,−Aλ) (I − ST(t)R(ω,−Aλ))
−1

可得

∥R(ω,A(t))∥L (H) 6

M

|ω|+ λ+ 1

1

1− ∥ST(t)R(ω,−Aλ)∥L (H)

6

M ′

|ω|+ λ+ 1
, ∀ Re ω 6 0, (27)

其中M ′ > 0是常数. 现验证条件P3). 根据式(27),有

∥A−1(t)∥L (H) 6 M ′/(λ+ 1), (28)

于是,

∥(A(t)−A(s))A−1(τ)∥L (H) =

∥(ST(t)− ST(s))A−1(τ)∥L (H) 6
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M ′/(λ+ 1)∥ST(t)− ST(s)∥ 6

M ′/(λ+ 1)ℓ1|t− s|α1 , ∀ t, s > 0. (29)

余下的证明可从命题1和命题2直接得出. 证毕.

引引引理理理 2 假设1–2成立. 由时变算子A(t)生成的

发展系统U(t, s)是指数稳定的,即

∥U(t, s)∥L (H) 6 Le−ω(t−s), ∀ t > s > 0, (30)

其中L, ω > 0是常数.

证 在系统(6)中取F (x, t)=0. 定义Lyapunov泛
函

E(t) =
1

2

w 1

0
V T(x, t)V (x, t)dx. (31)

沿系统(6)的解,对E(t)求微分,可得

Ė(t)6−
w 1

0
|Vx|2dx−(λ−∥ST∥∞)

w 1

0
|V |2dx6

−2(λ− ∥ST∥∞)E(t), ∀ t > s > 0.
(32)

利用Gronwall不等式,有

E(t) 6 E(s)e−2(λ−∥ST∥∞)(t−s), ∀ t > s > 0. (33)

这就证明了式(30). 证毕.

3 观观观测测测器器器设设设计计计与与与时时时变变变误误误差差差系系系统统统

在本节中,为串联系统(2)–(3)设计如下观测器:

˙̂v(t) = S(t)v̂(t) +K(t)[w(1, t)− ŵ(1, t)],

ŵt(x, t) = ŵxx(x, t) + λ0ŵ(x, t)+

f(x)F0(t)v̂(t)+

γ(x, t)[w(1, t)− ŵ(1, t)],

ŵx(0, t) = F1(t)v̂(t),

ŵx(1, t) = u(t) + F2(t)v̂(t)+

k0[w(1, t)− ŵ(1, t)],

(34)

其中k0 >
1

2
(λ+ λ0)为调节常数且常数λ > ∥ST∥∞,

K(t) ∈ Cn和γ(·, t) ∈ L2(0, 1)都是待定的依赖于时

间的观测器增益.定义观测器误差{
ṽ(t) = v(t)− v̂(t),

w̃(x, t) = w(x, t)− ŵ(x, t),
(35)

则(ṽ w̃)T满足

˙̃v(t) = S(t)ṽ(t)−K(t)w̃(1, t),

w̃t(x, t) = w̃xx(x, t) + λ0w̃(x, t)+

f(x)F0(t)ṽ(t)− γ(x, t)w̃(1, t),

w̃x(0, t) = F1(t)ṽ(t),

w̃x(1, t) = F2(t)ṽ(t)− k0w̃(1, t).

(36)

3.1 反反反步步步变变变换换换

由于系统(36)存在不稳定项λ0w̃(x, t),考虑如下
的反步变换[21]和其逆变换:

w̃(x, t) =Pu(x, t) =

u(x, t)−
w 1

x
p(x, y)u(y, t)dy,

u(x, t) =P−1w̃(x, t) =

w̃(x, t) +
w 1

x
q(x, y)w̃(y, t)dy,

(37)

其中

pxx(x, y)− pyy(x, y) = −(λ+ λ0)p(x, y),

px(0, y) = 0, p(x, x) = −1

2
(λ+ λ0)x,

qxx(x, y)− qyy(x, y) = (λ+ λ0)q(x, y),

qx(0, y) = 0, q(x, x) = −1

2
(λ+ λ0)x.

(38)

特别地,系统(38)的解为
p(x, y) = −(λ+ λ0)y

I1(
√
(λ+ λ0)(y2 − x2))√
(λ+ λ0)(y2 − x2)

,

q(x, y) = −(λ+ λ0)y
J1(

√
(λ+ λ0)(y2 − x2))√
(λ+ λ0)(y2 − x2)

,

(39)

其中: I1(x) =
∞∑

n=0

(x/2)2n+1

n!(n+ 1)!
是修正的贝塞尔函数,

J1(x) =
∞∑

n=0

(−1)n(x/2)2n+1

n!(n+ 1)!
是贝塞尔函数. 选取

γ(x, t) = −py(x, 1)− kp(x, 1) + Pγ1(x, t), (40)

其中: k , k0 −
1

2
(λ+ λ0) > 0, γ1(·, t) ∈ L2(0, 1)是

待定函数. 在变换(37)下,系统(36)变为

˙̃v(t) = S(t)ṽ(t)−K(t)u(1, t),

ut(x, t) = uxx(x, t)− λu(x, t)+

g0(x, t)ṽ(t)− γ1(x, t)u(1, t),

ux(0, t) = F1(t)ṽ(t),

ux(1, t) = F2(t)ṽ(t)− ku(1, t),

(41)

其中

g0(x, t) = P−1(f(x)F0(t)) + q(x, 1)F2(t). (42)

3.2 解解解耦耦耦变变变换换换

为了确定γ1(·, t)和K(t),现引入如下解耦变换:

ũ(x, t) = u(x, t)− b(x, t)ṽ(t), (43)

其中b满足
bt(x, t) = bxx(x, t)− λb(x, t)−

b(x, t)S(t) + g0(x, t),

bx(0, t) = F1(t), b(1, t) = E(t),

b(x, 0) = b0(x).

(44)
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选取E(t) ∈ C1×n,使得(S(t), E(t))在[0,∞)上是一

致完全可观测的[22]. 根据文献[22,引理3],存在有界
的K(t) ∈ Cn,使得如下系统:

˙̃v(t) = (S(t)−K(t)E(t))ṽ(t) , Se(t)ṽ(t) (45)

的状态转移矩阵Φ(t, s)是一致指数稳定的,即

∥Φ(t, s)∥L (Cn) 6 L1e
−ω1(t−s), ∀ t > s, (46)

其中L1和ω1为正常数. 如果系统(44)存在解,选取

γ1(x, t) = b(x, t)K(t). (47)

在变换(43)下,系统(41)变为如下目标误差系统:
˙̃v(t) = Se(t)ṽ(t)−K(t)ũ(1, t),

ũt(x, t) = ũxx(x, t)− λũ(x, t),

ũx(0, t) = 0,

ũx(1, t) = −kũ(1, t) +∆(t)ṽ(t),

(48)

其中

∆(t) = F2(t)− bx(1, t)− kE(t). (49)

注注注 1 举例说明有界观测器增益K(t)的选取. 若(S(t),

E(t))满足能观测标准型,即
S(t) =



0 · · · 0 0 an(t)

1 · · · 0 0 an−1(t)

...
...

...
...

0 · · · 1 0 a2(t)

0 · · · 0 1 a1(t)


,

E(t) = (0, 0, · · · , 0, 1),

(50)

则(S(t), E(t))是一致完全可观测的. 对任意给定的Hurwitz
矩阵

S1 =



0 · · · 0 0 µ1

1 · · · 0 0 µ2

...
...

...
...

0 · · · 1 0 µn−1

0 · · · 0 1 µn


, (51)

观测器增益K(t) = (k1(t) k2(t) · · · kn(t))T取为

ki(t) = an+1−i(t)− µi, i = 1, 2, · · · , n. (52)

简单计算,可得

S(t)−K(t)E(t) = S1 (53)

是Hurwitz矩阵. 在一定条件下存在唯一的坐标变换[23]可将

一般的一致完全可观测的(S(t), E(t))变为能观测标准型

(50). 于是,利用相似的方法可获得一致完全可观测(S(t),

E(t))的观测器增益K(t).

下述引理说明了系统(44)解的存在性和有界性.

引引引理理理 3 假设1–2成立. 若E(·)为有界函数且在
[0,∞)上Hölder连续,即存在常数CE, ℓi,E>0和ϖi,E

∈ (0, 1], i = 1, 2,使得

∥E∥∞ + ∥Ė∥∞ 6 CE, (54)

以及{
∥E(t)− E(s)∥ 6 ℓ1,E|t− s|ϖ1,E , ∀ t, s > 0,

∥Ė(t)− Ė(s)∥ 6 ℓ2,E|t− s|ϖ2,E , ∀ t, s > 0.
(55)

对任意的初值bT0 ∈H ,系统(44)存在唯一的解bT∈C

(0,∞;H),使得

sup
t>0

∥bT(·, t)∥H 6 l1, (56)

其中l1 > 0为常数. 进一步, bTx (1, t)是有界的,即

sup
t>0

∥bTx (1, t)∥ 6 l2, (57)

其中l2 > 0为常数.

证 令

V (x, t) = bT(x, t)− (x− 1)FT
1 (t)−x2ET(t), (58)

则

Vt(x, t) = Vxx(x, t)− (λI + ST(t))V (x, t)+

F (x, t),

Vx(0, t) = V (1, t) = 0,

V (x, 0) = V0(x),

(59)

其中

F (x, t) = gT0 (x, t) + 2ET(t)−
(x−1)[ḞT

1 (t)+(λI+ST(t))FT
1 (t)]−

x2[ĖT(t) + (λI + ST(t))ET(t)],

V0(x) = bT(x, 0)− (x− 1)FT
1 (0)− x2ET(0).

将V –系统改写为空间H上的发展方程

d

dt
V (·, t) +A(t)V (·, t) = F (·, t), (60)

其中时变算子A(t)由式(11)定义.根据引理1–2,对任

意V0(·) ∈ H ,系统(59)存在唯一解V ∈ C(0,∞;H),

V (·, t) = U(t, 0)V0 +
w t

0
U(t, s)F (·, s)ds, (61)

其中U(t, s)指数稳定,即存在常数L, ω > 0,使得

∥U(t, s)∥L (H) 6 Le−ω(t−s), ∀ t > s > 0. (62)

由假设1和式(54),

∥F (·, t)∥H 6 M, ∀t > 0. (63)

结合式(62)–(63),可得

∥V (·, t)∥H 6 Le−ωt∥V0∥H +
ML

ω
(1− e−ωt),

(64)

其中∀ t > 0. 由此可推出式(56).

另一方面,令

F1(V (x, t)) =−ST(t)V (x, t) + F (x, t). (65)
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由式(64),有

∥F1(V (·, t))∥H 6 M1, ∀ t > 0. (66)

注意到, V –系统可改写为空间H上的半线性发展方程

d

dt
V (·, t) = AλV (·, t) + F1(V (·, t)). (67)

因为系统(59)存在唯一的解V ∈ C(0,∞;H),所以

V (·, t) = eAλtV0 +
w t

0
eAλ(t−s)F1(V (·, s))ds.

(68)

利用Sobolev迹定理,式(67)–(68),有

∥Vx(1, t)∥6C1(∥Vxx(·, t)∥H + ∥V (·, t)∥H) 6

C1∥Aλe
AλtV0∥H + C2∥V (·, t)∥H+

C1∥
w t

0
Aλe

Aλ(t−s)F1(V (·, s))ds∥H ,
(69)

其中C1, C2>0是常数. 根据文献[20,定理 2.4],式
(9)–(10),可得

∥Aλe
AλtV0∥H = ∥eAλ(t−t0)(Aλe

Aλt0V0)∥H 6

CL0

t0
e−ω0(t−t0)∥V0∥H , (70)

其中∀ t > t0, t0 > 0是任意固定常数,以及

∥
w t

0
Aλe

Aλ(t−s)F1(V (·, s))ds∥H 6
w t

0
∥eAλ(t−t0−s)∥H∥Aλe

Aλt0∥L (H) ×

∥F1(V (·, s))∥Hds 6
CM1L0

ω0t0
[eω0t0 − e−ω0(t−t0)], ∀ t > t0. (71)

根据式(69)–(71),可得

sup
t>0

∥Vx(1, t)∥ 6 C3, (72)

其中C3 > 0是常数. 于是,由式(72)(58),可得式(57).

证毕.

4 主主主要要要结结结果果果

注意到,状态转移矩阵Φ(t, s)是指数稳定的,于是
存在唯一的对称正定矩阵P (t)满足方程{

Ṗ (t) = −ST
e (t)P (t)− P (t)Se(t)−mI,

P (∞) = 0,
(73)

其中:
m1 = sup

t>0
∥∆(t)∥2, m2 = sup

t>0

∥P (t)K(t)∥2,

0 < δ1 <
k

2
, 0 < δ2 <

k

4
, m >

1

2δ1
m1 +

1

δ2
m2.

(74)
令H = L2(0, 1). 现讨论目标误差系统(48)在状态空
间X = Cn ×H上的局部存在性.

定定定理理理 1 假设1–2成立. 若E(·)满足式(54)–

(55),则对任意初值(ṽ0 ũ0)
T = (ṽ(0) ũ(·, 0))T ∈ X ,

存在时刻T > 0,使得时变的目标误差系统(48)存在
唯一解(ṽ(t) ũ(·, t))T ∈ C(0, T ;X ).

证 利用压缩映像原理证明此定理. 定义算子
A1 : D(A1)(⊂ H) → H为

A1f = f ′′ − λf, ∀ f ∈ D(A1),

D(A1) = {f ∈ H2(0, 1)|
f ′(0) = 0, f ′(1) = −kf(1)}.

(75)

易证,算子A1生成H上指数稳定的C0–半群eA1t,且
δ(x−1)对eA1t是允许的.若ũ(1, ·) ∈ C[0, T ]存在,则
由δ(x− 1)的允许性可知,系统(48)存在唯一的解
(ṽ(t) ũ(·, t))T ∈ C(0, T ;X ),且满足

ṽ(t) = Φ(t, 0)ṽ0 −
w t

0
Φ(t, s)K(s)ũ(1, s)ds,

ũ(x, t) =

eA1tũ0 +
w t

0
eA1(t−s)δ(x− 1)∆(s)ṽ(s)ds =

eA1tũ0

w t

0
eA1(t−s)δ(x− 1)Φ1(s, 0)ṽ0ds−w t

0
eA1(t−s)δ(x− 1)

w s

0
ϕ2(s, τ)ũ(1, τ)dτds,

(76)
其中 {

Φ1(s, 0) = ∆(s)Φ(s, 0),

ϕ2(s, τ) = ∆(s)Φ(s, τ)K(τ).
(77)

根据式(46)(57),易得{
∥Φ1(s, 0)∥ 6 l1e

−ϖ1s, ∀ s > 0,

|ϕ2(s, τ)| 6 l2e
−ϖ2(s−τ), ∀ s > τ > 0,

(78)

其中li, ϖi > 0(i = 1, 2)是常数.

现证明ũ(1, t)的存在性. 定义C[0, T ]上的范数为9y9∞ = sup
t∈[0,T ]

|y(t)|, ∀ y ∈ C[0, T ]. (79)

对给定初值(ṽ0 ũ0)
T ∈ X ,定义映射

F : C[0, T ] → C[0, T ] (80)

为

Fy(t) =

eA1tũ0(1) +w t

0
eA1(t−s)δ(x−1)Φ1(s, 0)ṽ0ds

∣∣∣
x=1

−
w t

0
eA1(t−s)δ(x−1)

w s

0
ϕ2(s, τ)y(τ)dτds

∣∣∣
x=1

.

计算A1的特征值与特征向量,有{
µn = −λ− (nπ)2 +O(n−1),

qn(x) =
√
2 cos(nπx) +O(n−1).

(81)

易证, {qn : n = 1, 2, · · · }构成H上的一组Riesz基.
因此, Fy(t)可改写为
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Fy(t) =
∞∑

n=1

anqn(1)e
µnt +

∞∑
n=1

qn(1)bn
w t

0
eµn(t−s)Φ1(s, 0)ṽ0ds−

∞∑
n=1

qn(1)bn
w t

0
eµn(t−s)

w s

0
ϕ2(s, τ)y(τ)dτds,

(82)

其中: 常数ℓi(i = 1, 2, 3) > 0, an = ⟨ũ0, qn⟩H,ℓ1∥ũ0∥2H 6
∞∑

n=1

|an|2 6 ℓ2∥ũ0∥2H,

|bn| = | ⟨δ(x− 1), qn⟩H | = |qn(1)| 6 ℓ3.
(83)

由式(82)可得F (C[0, T ]) ⊂ C[0, T ]. 对任意y1, y2 ∈
C[0, T ],可得

Fy1(t)− Fy2(t) =

−
∞∑

n=1

qn(1)bn
w t

0
eµn(t−s)×w s

0
ϕ2(s, τ)(y1(τ)− y2(τ))dτds.

(84)

利用Hölder不等式,有

|
w s

0
ϕ2(s, τ)(y1(τ)− y2(τ))dτ | 6

∥ϕ2(s, ·)∥L2(0,s)∥y1 − y2∥L2[0,T ] 6
C1∥y1 − y2∥L2[0,T ] 6 C1T 9 y1 − y29∞,

(85)

其中C1 > 0是正常数. 根据式(83),可得

|
w t

0
qn(1)bne

µn(t−s)ds| 6 ℓ23
|µn|

= O(n−2). (86)

结合式(85),有9Fy1−Fy29∞ 6
∞∑

n=1

O(n−2)C1T 9 y1−y29∞6

C1C2T 9 y1 − y29∞, (87)

其中C2 =
∞∑

n=1

O(n−2). 对任意T <
1

C1C2

,由压缩映

像原理,式(82)具有唯一不动点ũ(1, ·) ∈ C[0, T ].

证毕.

下述定理2表明,定理1中得到的解是一个整体解,
并且是指数稳定的.

定定定理理理 2 假设1–2成立. 若E(·)满足式(54)–(55),
则对任意初值(ṽ(0) ũ(·, 0))T ∈ X ,时变的目标误差
系统(48)存在唯一的解(ṽ ũ)T ∈ C(0, ∞; X ),使得

∥(ṽ ũ)T∥X 6 L2e
−ω2t∥(ṽ(0) ũ(·, 0))T∥X , (88)

其中上式∀ t > 0成立,且L2, ω2 > 0为常数.

证 根据定理1,存在δ > 0,使得系统(48)的唯一
的局部解从区间[0, T ]延拓到区间[0, T + δ]上. 假设
[0, Tmax)为系统(48)解存在的最大区间,下证Tmax

= ∞. 为此,只要证明

E1(t) =
1

2

w 1

0
|ũ(x, t)|2dx+ ṽT(t)P (t)ṽ(t) < ∞,

∀t > 0. (89)

沿系统(48),对E1(t)求导,可得

Ė1(t) =−λ
w 1

0
|ũ(x, t)|2dx−

w 1

0
|ũx(x, t)|2dx−

mṽT(t)ṽ(t)−kũ2(1, t)+∆(t)ṽ(t)ũ(1, t)−

[KT(t)P (t)ṽ(t) + ṽT(t)P (t)K(t)]ũ(1, t).

利用Young不等式和Poincaré不等式,可得

|∆(t)ṽ(t)ũ(1, t)| 6
m1

2δ1

(
ṽT(t)ṽ(t)

)
+

δ1
2
|ũ(1, t)|2, ∀ t > 0, (90)∣∣KT(t)P (t)ṽ(t)ũ(1, t)
∣∣ =∣∣ṽT(t)P (t)K(t)ũ(1, t)
∣∣ 6

m2

2δ2

(
ṽT(t)ṽ(t)

)
+

δ2
2
|ũ(1, t)|2, ∀ t > 0, (91)

其中δ1, δ2,m1,m2满足式(74). 结合式(90)–(91)(74),
有

Ė1(t)6−[k − δ1
2

− δ2]|ũ(1, t)|2 −

[m− m1

2δ1
− m2

δ2
]
(
ṽT(t)ṽ(t)

)
−

λ
w 1

0
|ũ(x, t)|2dx 6 −µE1(t), (92)

其中∀ t > 0成立,并且

µ = min{2λ,
m− m1

2δ1
− m2

δ2
sup
t>0

∥P (t)∥
} > 0. (93)

利用Gronwall不等式,有

E1(t) 6 E1(0)e
−µt, ∀ t > 0. (94)

由此推得式(88)–(89). 证毕.

5 数数数值值值模模模拟拟拟

为了举例说明状态观测器的性能,选取S(t) =

(
0 0.2 sin

√
t+ 1

1 0.2i

)
, E(t) = (0 1),

F1(t) = (cos t sin t), F0(t) = F2(t) = 0.
(95)

显然,式(95)满足定理2的假设条件,并且(S(t), E(t))

是一致完全可观测的. 因而,选取

K(t) = (0.2 sin
√
t+ 1 + 25 0.2i+ 10)T. (96)

令u(t)=0. 系统(2)–(3)和观测器(34)的初值和参数选
取为

w(·, 0) = 0, ŵ(·, 0) = 200 cos(πx)− 18i,

v(0) = (10 2)T, v̂(0) = (22 22)T,

b(x, 0) = (0 0),

λ0 = 0, λ = 1.45, k0 = 10, k = 9.275.

(97)
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记v(t) = (v1(t) v2(t))
T, v̂(t) = (v̂1(t) v̂2(t))

T.

利用有限差分方法,对串联系统(2)–(3)以及其观
测器(34)数值离散,并用MATLAB软件数值仿真,其
中时间步长和空间步长分别取为4×10−5和1×10−1.
串联系统(2)–(3)的状态(w(x, t) v1(t) v2(t))

T和观

测系统(34)的状态(ŵ(x, t) v̂1(t) v̂2(t))
T绘制在图

1–6中. 从图可知,观测器快速且光滑地收敛到它们的
真实值.
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图 1 w(x, t)的实部

Fig. 1 Real part of w(x, t)
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Fig. 2 Real part of ŵ(x, t)
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Fig. 3 Imaginary part of w(x, t)
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Fig. 4 Imaginary part of ŵ(x, t)

图 5 v̂1(t)跟踪v1(t)

Fig. 5 v̂1(t) tracking v1(t)
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Fig. 6 v̂2(t) tracking v2(t)

6 结结结论论论

本文研究了含扰动的一维抛物方程的观测器设计

问题,其中扰动作用于方程内部及全部边界. 本文的
难点在于扰动信号是由一般的线性时变外系统产生.



1416 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

利用边界输出,通过结合反步变换和解耦变换,首次
为带有此类扰动的偏微分方程设计了状态观测器. 结
果表明,该状态观测器是指数收敛的. 最后,通过数值
仿真验证了结论的有效性. 另外,本文中的观测器设
计方法可推广于带有特殊时变系数λ0(·) ∈ Gα(R+

t0),
α ∈ [1, 2)的抛物系统中,此时需采用时变反步变
换[24–25]替换时不变反步变换(37).
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