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摘要:本文针对模型扰动下的不可达系统,提出了一种新的针对退化分布下的极大极小博弈问题的求解和证明
方法. 首先,文章将有相对熵约束的极大极小博弈问题转换成了一个无约束的拉格朗日函数,并找到其在均值和奇
异的方差矩阵方向上都为严格凹函数的条件;其次,本文通过求解其均值和方差的极大值,得到所对应的鲁棒贝叶
斯估计器和奇异的扰动状态误差协方差矩阵;最后,文章证明存在一个唯一的拉格朗日乘子满足其约束条件.微机
电系统加速度计漂移估计仿真结果表明对所提算法的有效性.
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Abstract: In this paper, a new solution and proof method are proposed for the minimax game problem under degenerate
distribution. In particular, the minimax game problem subject to a relative entropy tolerance is first transformed into an
unconstrained Lagrangian function. Accordingly, we tend to find the condition in which the unconstrained Lagrangian
function is strictly concave along the direction of the singular variance matrix. Next, the robust Bayesian estimator and the
disturbed state error covariance matrix are obtained by finding the maximizers of the corresponding mean and variance.
Finally, it is shown that there is a unique Lagrange multiplier that satisfies our constraints. In addition, the proposed
algorithm is applied to estimate the drift of MEMS accelerometers. The simulation results show that the proposed algorithm
outperforms the standard Kalman filter.
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1 引引引言言言

鲁棒估计作为一种经典的估计方法,被广泛地应
用在控制[1–2]、金融[3–4]、通信[5–6]、目标跟踪[7–8]等领

域.其优点在于,当待估系统模型出现扰动或者模型
不匹配等情况时,依然可以得到一个相对稳定且合理
的估计值.

风险敏感滤波作为鲁棒估计中具有代表性的一类

方法,由Speyer等人[9]在1992年的第31届决策与控制
大会上提出.此后,由Hansen和Levy等人[4, 10–11]逐渐

完善并改进,其核心思想在于采用了指数二次型函数
的期望值作为目标函数,替代了传统的标准二次型函
数. 因此,与贝叶斯估计器相比,风险敏感滤波器在

Riccati递推方程中增添了一个风险敏感因子,可以对
较大的误差加以更多的修正. 然而,风险敏感滤波的
缺点也是显而易见的,该算法并没有给出风险敏感因
子的解析解.因此,极大的依赖于扰动量的先验知识.
而在工业中,诸如预知测量噪声分布或建模误差通常
是不现实的. 因此, 2012年, Levy和Nikoykhah[12]提出

了一种鲁棒状态空间滤波器,该算法区别于风险敏感
滤波算法中将模型扰动看作一个先验的参数,转而
用Kullback-Leibler(KL)散度来度量真实的模型和标
称模型之间的不确定性. 由此,可以通过给定一个比
较好预知的模型扰动上界,来求解所对应的风险敏感
因子. 更重要的是,本文可以通过构建一个以标称模

收稿日期: 2022−03−12;录用日期: 2022−12−22.
†通信作者. E-mail: xmren@bit.edu.cn.
本文责任编委:张焕水.
国家自然科学基金项目(62273050, 61973036)资助.
Supported by the National Natural Science Foundation of China (62273050, 61973036).



222 控 制 理 论 与 应 用 第 41卷

型为球心,模型扰动上界(也称容许误差)为半径的“球
体”,即包含所有可能的真实模型的模糊集,来对真实
模型进行约束,从而找到其中最坏的模型(称作最不利
模型),然后再根据这个最不利模型来设计最优的估计
器. 该估计器考虑了最坏的情况的最优估计器,利用
数学语言来说,就是通过找出一个极大极小问题的鞍
点,从而得到所对应的最不利模型和最优鲁棒估计器.
此后, Zorzi[13]设计出了基于Tau散度的约束下的鲁棒
卡尔曼滤波器;后来,又将其思想扩展到分布式卡尔
曼滤波上,设计了鲁棒分布式卡尔曼滤波器[14]. 同时,
国内也有学者对其展开的相关的研究[15–16].

然而,与标准的贝叶斯估计器或卡尔曼滤波器不
同,无论是风险敏感滤波器抑还是鲁棒状态空间滤波
器,都会在Riccati递推方程中涉及到求逆的过程,而
对于不可达的系统,其状态向量x的分布为退化的,这
意味着,无法利用KL散度去衡量模型间的不确定性,
同时也无法对状态误差协方差矩阵进行求逆操作.因
此针对以上问题,本文基于文献[17–18]中所提出退化
分布下的极大极小博弈问题,设计了新的求解和证明
方法,解决了在实际应用场景中,无法预先得知基变
换中的变化矩阵的问题.具体而言,本文将带KL散
度(也称为相对熵)约束的估计问题转换成了一个无约
束的拉格朗日函数,且通过对该函数的二阶变分找到
使其在奇异的方差矩阵上为严格凹函数的条件.值得
注意的是,这里的方差是指状态向量x和观测向量y的

退化联合概率密度函数的方差矩阵,所以其为奇异矩
阵. 接下来,本文通过求解拉格朗日函数的一阶变分
等于 0,可以得到其均值和方差的最大值.最后,本文
证明了存在一个唯一的拉格朗日乘子满足其约束条

件.最后,本文在对微机电系统(micro-electro mechan-
ical system, MEMS)中加速度计漂移校准的应用场景
中验证了所提出的算法. 验证结果表明了本文设计的
低秩鲁棒贝叶斯估计器可以针对不可达系统且在模

型扰动的情况下,可以得到比标准卡尔曼滤波更优的
结果.

符号说明: x ∼ N (m,K)为x的标称高斯分布,且
其均值为m,协方差矩阵为K. x ∼ N (m̃, K̃)为x的

真实高斯分布,且其均值为m̃,协方差矩阵为K̃. 则令

U = {m ∈ Rn+p, s.t. m̃−m ∈ Im(K)},
V = {K ∈ Qn+p, s.t. Im(K) = Im(K̃)},

其中: 矩阵的像、核和迹分别由 Im(K), ker(K)和

tr(K)表示. 给定一个对称矩阵K: K > 0(K > 0)意
味着K是正定(半正定)的; σmax(K)是K的最大特征

值;若K为奇异矩阵,则K+和det+(K)分别表示奇异

矩阵K的伪逆和伪行列式,其中映射K 7→ K+的关

于K, δK ∈ V的一阶变分为[19]

−K+(δK)K+ +K+K+(δK)(I −KK+)+

(I −K+K)(δK)K+K+,

而映射K 7→ det+(K)的关于K, δK ∈ V的一阶变分
为

det+(K)tr(K+δK),

其中: Qn为维数为n的对称矩阵的向量空间; Qn
+为

n维正定对称矩阵的锥体,且Q̄n
+表明其闭包. 主对角

线上的元素是 a1, a2, · · · , an的对角矩阵被定义为

diag{a1, a2, · · · , an}.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑一个不可达的线性系统{
xt+1 = Atxt +Btvt,

yt = Ctxt +Dtvt,
(1)

其中: xt ∈ Rn是状态向量; yt ∈ Rp是观测向量; At ∈
Rn×n, Ct ∈ Rp×n, vt ∈ Rn+p是标准的白噪声,且包
含了过程噪声和测量噪声. 此外,由于系统不可达,因
此,令rt + p := rank([BT

t DT
t ]

T) < n+ p,则不失一
般性的,可以令[BT

t DT
t ]

T ∈ R(n+p)×(rt+p)是一个列

满秩矩阵,且Bt ∈ Rn×(rt+p), Dt ∈ Rp×(rt+p). 同时,
令vt ∈ Rrt+p. 最后,假设DtD

T
t 是正定的矩阵.

注注注 1 若系统中Qn
+内所有状态从原点到第t+ 1步都

可达则称为该系统可达,反之则不可达.

定义 zt := [xT
t+1 yT

t ]T,令 f0(x0)为x0的概率密

度函数, ϕ̃t(zt|xt)为以xt为条件的zt的概率密度函数,
则模型(1)在有限区间0 6 t 6 T上可以等效表示为一

个标称联合概率密度函数[17–18],即

f(XT+1, YT ) = f0(x0)
T∏

t=0

ϕt(zt|xt), (2)

其中:

XT+1 = [xT
0 · · · xT

t · · · xT
T+1 ],

YT = [yT
0 · · · yT

t · · · yT
T ],

值得注意的是,因为 rt < n,所以ϕt(zt|xt)是一个退

化的条件概率密度函数,则令At表示ϕt的支撑集,且
At和xt相关.相应地,假设真实模型在有限区间 0 6
t 6 T上可以等效于如下真实的联合概率密度函数来

表示:

f̃(XT+1, YT ) = f̃0(x0)
T∏

t=0

ϕ̃t(zt|xt). (3)

此外,假设 ϕ̃t(zt|xt)的支撑集为At,则 f(XT+1, YT )

和f̃(XT+1, YT )就有了相同的支撑集,称作A. 值得注
意的是, KL散度是无法描述确定性模型的“距离”的,
因此,引入文献[12, 17–18]的思想,可以通过考虑以
A为支撑集的KL散度来描述真实模型和标称模型之
间的模型不匹配程度,即
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D(f̃ , f) =
w
A
f̃ ln

f̃

f
dXT+1dYT . (4)

假定标称模型(1)已知,则已知f(XT+1, YT ),但是
真实模型是未知的. 给定的观测数据Yt−1可知,可以
假设ϕ̃t属于接下来的凸的模糊集内

[17–18],即

Bt := { ϕ̃t, s.t. Ẽ[ln
ϕ̃t(zt|xt)

ϕt(zt|xt)
|Yt−1] 6 ct}, (5)

其中

Ẽ[ln
ϕ̃t(zt|xt)

ϕt(zt|xt)
|Yt−1] :=

w
Ǎt

w
At

ϕ̃t(zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)×

ln
ϕ̃t(zt|xt)

ϕt(zt|xt)
dztdxt, (6)

且Ǎt表示f̃t(xt|Yt−1)的支撑集, ct为容许误差,即模
型不确定程度的上限.通俗的解释,就是利用在KL散
度的拓扑学原理,形成一个以标称模型为球心, ct为半
径的“球”,如图1所示. 而值得注意的是,由于模型(1)
为一阶马尔可夫模型,所以ϕ̃t(zt|xt)和ϕ̃t(zt|xt, Yt−1)

是等效的.

BB

φ

φ
~

图 1 无限时间的KL散度约束

Fig. 1 KL divergence constraint over infinite horizon

考虑设计在最坏的情况下的最优的估计器,即在
给定Yt和ϕt的情况下,求解在模糊集Bt内ϕ̃t的最大值

以及相应的xt+1的鲁棒最优估计器. 因此,寻求解决
如下动态极大极小问题[17–18]:

x̂t+1 = argmin
gt∈Gt

max
ϕ̃t∈Bt

Jt(ϕ̃t, gt), (7)

其中

Jt(ϕ̃t, gt) =
1

2
Ẽ[∥xt+1 − gt(yt)∥2|Yt−1] =

1

2

w
Ǎt

w
At

∥xt+1 − gt(yt)∥2 ×

ϕ̃t(zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)dztdxt. (8)

Gt表示相对于所有密度 ϕ̃t(zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)使得

ϕ̃t ∈ Bt具有有限二阶矩的估计量集. 最后注意ϕ̃t必

须满足如下的约束:

It(ϕ̃t) ,
w
Ǎt

w
At

ϕ̃t(zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)dztdxt = 1.

(9)

3 低低低秩秩秩鲁鲁鲁棒棒棒贝贝贝叶叶叶斯斯斯估估估计计计器器器

这一节主要研究通过求解极大极小问题(7)来设计
鲁棒贝叶斯估计器. 不难看出,其中J的鞍点必须满足

如下条件.

对于所有的f̃ ∈ Bt和g ∈ Gt,

J(ϕ̃t, g
0
t ) 6 J(ϕ̃0

t , g
0
t ) 6 J(ϕ̃0

t , gt) (10)

都成立. 首先,找到式(8)中第1个不等式所成立的条
件.这里,由文献[17]可知如下引理1.

引引引理理理 1[17] 对于一个固定的估计器gt ∈ Gt,对应
的其支撑集为At的真实退化概率密度函数 ϕ̃t(zt|
xt)∈Bt可使在约束条件D(ϕ̃t, ϕt)6ct下的目标函数

Jt(ϕ̃t, gt) = Ẽ[∥xt+1 − gt(yt)∥2|Yt−1], (11)

最大化的极值为

ϕ̃0
t =

1

Mt(λt)
exp(

1

2λt

∥xt+1 − gt(yt)∥2)ϕt, (12)

其中ϕ̃0
t为最不利概率密度函数. 此外, Mt(λt)是使

式(9)成立的归一化常数. 最后,如果ct > 0足够小,将
存在一个唯一的λt > 0使得D(ϕ̃0

t , ϕt) = ct.

其次,需要找到式(8)中第2个不等式所成立的条
件.基于引理1可以得到最不利概率密度函数ϕ̃0

t ,则其
使目标函数Jt(ϕ̃

0
t , gt)最小化的对应的贝叶斯估计器

gt ∈ Gt为
[12, 17–18]

x̂t+1 = g0t (yt) = Ẽ[xt+1|Yt] =w
A∗

t

xt+1f̃t+1(xt+1|Yt)dxt+1, (13)

其中

f̃t+1(xt+1|Yt) =w
Ǎt

ϕ̃0
t (zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)dxtw

Ǎt

w
A∗∗

t

ϕ̃0
t (zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)dxt+1dxt

,

A∗
t 是 f̃t(xt+1|Yt)的支撑集且A∗∗

t 有如下定义:对于
[xT

t+1 yT
t ]T ∈ At,当且仅当存在至少一个 yt,则

xt+1 ∈ A∗∗
t .

由式(13)可以很明显地看出,贝叶斯估计器x̂t+1

是和最不利概率密度函数ϕ̃0
t (zt|xt)相关的. 同时,从

式(12)也可以明显地看出,最不利概率密度函数ϕ̃0
t (zt|

xt)同样取决于贝叶斯估计器x̂t+1. 因此,为了打破这
个死循环,需要加入一个假设条件:假设在t时刻,给
定Yt−1, xt的先验条件密度为

f̃t(xt|Yt−1) ∼ N (x̂t, P̃t), (14)

且其秩为 rank(P̃t) = rt. 此外,引入不可达系统 (1),
可以得到其标称的条件转移概率密度函数为
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ϕt(zt|xt) ∼ N (mzt|xt
,Kzt|xt

), (15)

且

mzt|xt
=

[
At

Ct

]
xt, Kzt|xt

=

[
BtB

T
t BtD

T
t

DtB
T
t DtD

T
t

]
.

(16)

正如已经注意到的,因为系统(1)不可达,则后者
是退化的. 因此, Kzt|xt

为奇异矩阵. 这里,定义标称
边缘概率密度函数为

ft(zt|Yt−1) =
w
Ǎt

ϕt(zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)dxt, (17)

由于ϕt(zt|xt)和f̃t(xt|Yt−1)都为高斯函数,因此,可
以得知ft(zt|Yt−1) ∼ N (mzt ,Kzt),且

mzt =

[
At

Ct

]
x̂t, Kzt =

[
Kxt+1

Kxt+1yt

Kytxt+1
Kyt

]
, (18)

其中Kzt的参数形式如下:

Kzt =

[
At

Ct

]
P̃t[AT

t CT
t ] +

[
Bt

Dt

]
[BT

t DT
t ]. (19)

则有

Kyt
= CtP̃tC

T
t +DtD

T
t > DtD

T
t > 0. (20)

接下来,定义真实概率密度函数为

f̃t(zt|Yt−1) =
w
Ǎt

ϕ̃t(zt|xt)f̃t(xt|Yt−1)dxt, (21)

其中: 真实概率密度函数和ft(zt|Yt−1)有相同的支持

集,且将其定义为: Ăt. 则不难看出,如果ϕt(zt|xt)是

高斯函数,则标称边缘分布对应的最不利边缘概率密
度函数

f̃0
t (zt|Yt−1) =

1

M(λt)
exp(

1

2λt

∥xt+1 − gt(yt)∥2)×

ft(zt|Yt−1) (22)

也为高斯. 因为ft(zt|Yt−1)和f̃0
t (zt|Yt−1)为高斯,则

有如下引理2.

引引引理理理 2 给定一个观测向量y ∈ Rp,随机待估向
量x ∈ Rn. 假设x和y的联合标称分布f(z)是高斯分

布的,即

z =

[
x

y

]
∼ N (mz,Kz) , (23)

其中mz =

[
mx

my

]
和Kz=

[
Kx Kxy

Kyx Ky

]
分别表示zt的

均值向量和协方差矩阵. 则贝叶斯估计器为

x̂ = mx +KxyK
−1
y (y −my), (24)

因此,可以得到鲁棒贝叶斯估计器和奇异的扰动状态
误差协方差矩阵,如定理1所示.

定定定理理理 1 最不利高斯概率密度函数 f̃0
t (zt|Yt−1)

有如下的均值和方差:

m̃0
zt
= mzt =

[
mxt

myt

]
, K̃0

zt
=

[
K̃xt

Kxtyt

Kytxt
Kyt

]
,

(25)

不难看出,有且仅有xt是扰动的.

则基于引理2,可设计对应的贝叶斯估计器

g0t (yt) = Gt(yt −myt
) +mxt

, (26)

且Gt = Kxtyt
K−1

yt
.

此外,给定Yt−1, xt的标称后验协方差矩阵 (即
Riccati方程)为

Pt := Kxt
−Kxtyt

K−1
yt

Kytxt
, (27)

其最不利的后验协方差矩阵为

P̃t = (P+
t − λ−1HT

t Ht)
+, (28)

其中HT
t ∈ Rn×rt是一个矩阵,其列对于Im(Pt)形成

一个正交基.此外,还存在一个唯一的拉格朗日乘
子λ > σmax(ΛPt

) > 0使得ct = D(f̃0
t , ft),其中

ΛPt
:= HtH

T
t (HtP

+
t HT

t )
−1HtH

T
t . (29)

证证证 J的鞍点必须满足如下条件:对于所有的f̃ ∈
B和g ∈ G,找到J(f̃0, g0)使

J(f̃ , g0) 6 J(f̃0, g0) 6 J(f̃0, g), (30)

首先,证明式(30)中第1个不等式.

步步步骤骤骤 1 首先, f̃由均值向量m̃z和协方差矩阵

K̃z两个变量组成,则给定一个固定的g0,有

J(f̃ , g0) =
1

2
tr(

[
In

−GT
0

]
HTH[In −G0 ]×

(K̃z +∆mz∆mT
z )). (31)

不难看出, J的参数化形式由m̃z和K̃z构成,同时,将
f和f̃的退化高斯函数带入式(4)中,易知KL散度的参
数化解析表达式为

D(f̃ , f) =
1

2
(∆mT

z K
+
z ∆mz + ln det+(Kz)−

ln det+(K̃z) + tr(K+
z K̃z)− (r + p)),

(32)

其中∆mz = m̃z −mz. 因此,关于f̃ ∈ B,使J(f̃ , g0)

最大化的求解可以等效于在D(f̃ , f) 6 c的约束下,
关于m̃z ∈ U和K̃z ∈ V使J(f̃ , g0)最大化求解.

因此,可以构造其相关的拉格朗日函数为

L(m̃z, K̃z, λ) = J(f̃ , g0) + λ(c−D(f̃ , f)) =

1

2
tr{(

[
In

−GT
0

]
HTH[In −G0 ]− λK+

z )K̃z}+

1

2
∆mT

z (

[
In

−GT
0

]
HTH[In −G0 ]− λK+

z )×
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∆mz −
λ

2
ln det+(Kz) +

λ

2
ln det+(K̃z) + λc+

λ

2
(r + p), (33)

其中λ > 0为和约束相关的拉格朗日乘子.

其次,考虑关于m̃z ∈ U和K̃z∈V使L(m̃z, K̃z, λ)

的无约束最大化求解,其中:

U={m̃z∈Rn+p, s.t. m̃z−mz∈ Im(Kz)}, (34)

V={K̃z∈Qn+p, s.t. Im(Kz)=Im(K̃z)}. (35)

则关于m̃z ∈ U ,令

W (λ) ,
[

In
−GT

0

]
HTH[In −G0 ]− λK+

Z . (36)

因此,在m̃z ∈ U方向上的L(m̃z, K̃z, λ)的一阶变分

和二阶变分分别如下:

δL(m̃z, K̃z, λ; δm̃z) =
1

2
δ∆mT

z W (λ)∆mz +

1

2
∆mT

z W (λ)δ∆mz, (37)

δ2L(m̃z, K̃z, λ; δm̃z, δm̃z) = δm̃T
z W (λ)δm̃z, (38)

因此,当且仅当W (λ)是半负定矩阵,且Im(W (λ)) =

Im(Kz)时, L(m̃z, K̃z, λ)是严格的凹函数.

其次,需要找到使W (λ)为负半定矩阵的λ的条件.
值得注意的是, Kz可以被分解为一个上三角矩阵、一

个斜对角矩阵和一个下三角矩阵(UDL(universal data
link)分解),即

Kz =

[
In G0

0 Ip

][
P 0

0 Ky

][
In 0

GT
0 Ip

]
, (39)

由于 rank(Kz) = r + p且Ky > 0,鉴于式 (39)可知:
rank(P ) = r. 因此,它的伪逆可以进行以下UDL分
解:

K+
z =

([
In G0

0 Ip

][
P 0

0 Ky

][
In 0

GT
0 Ip

])+

=[
In 0

−GT
0 Ip

][
P+ 0

0 K−1
y

][
In −G0

0 Ip

]
. (40)

因此,不难看出

W (λ) =[
In 0

−GT
0 Ip

][
HTH − λP+ 0

0 −λK−1
y

][
In −G0

0 Ip

]
.

(41)

则W (λ) 6 0,且Im(W (λ)) = Im(Kz)当且仅当

HTH − λP+ 6 0, Im(HTH − λP+) = Im(P+).

(42)

由于Im(HT) ⊆ Im(P ) = Im(P+),上述条件可以等

效于条件

H(HTH − λP+)HT < 0, (43)

这意味着

Iq − λ(HHT)−1HP+HT(HHT)−1 < 0, (44)

因此, W (λ)为半负定矩阵当且仅当

λ > σmax(ΛP ). (45)

其次,求得L(m̃z, K̃z, λ)在δK̃z ∈ V方向上的一
阶变分和二阶变分分别如下:

δL(m̃z, K̃z, λ; δK̃z) =

1

2
tr(W (λ)δK̃z) +

λ

2

∂ln det+(K̃z)

∂ det+(K̃z)
δ det+(K̃z; δK̃z) =

1

2
tr(W (λ)δK̃z) +

λ

2

1

det+(K̃z)
det+(K̃z)tr(K̃

+
z δK̃z) =

1

2
tr(W (λ) + λK̃+

z )δK̃z, (46)

且

δ2L(m̃z, K̃z, λ; δK̃z, δK̃z) =

− λ

2
tr(δK̃zK̃

+
z δK̃zK̃

+
z ) 6 0,

因此, L(m̃z, K̃z, λ)是在K̃z ∈ V方向上的严格凹函
数.

步步步骤骤骤 2 求解其极大值点. 对于均值而言,当且

仅当

∆mz = 0, (47)

关于m̃z∈U , L(m̃z, K̃z, λ)取得极大值,即, m̃z=mz.

对于协方差矩阵而言,则可以通过条件δL(m̃z,

K̃z, λ; δK̃z) = 0, ∀δK̃z ∈ V得到. 基于λ > 0的假设,

其极大值为

K̃+
z = − 1

λ
W (λ) =

K+
z − 1

λ

[
In

−GT
0

]
HTH[In G0 ]. (48)

接下来,取代式(40)中的式(48)有

K̃+
z =[
In 0

−GT
0 Ip

][
P+ 0

0 K−1
y

][
In −G0

0 Ip

]
−

1

λ

[
In

−GT
0

]
HTH

[
In G0

]
=
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In 0

−GT
0 Ip

][
P+ − λ−1HTH 0

0 K−1
y

][
In −G0

0 Ip

]
,

(49)

且在条件(45)下是半正定的. 由此可知

K̃z =

[
In G0

0 Ip

][
P̃ 0

0 Ky

][
In 0

GT
0 Ip

]
, (50)

其中

P̃ = (P+ − λ−1HTH)+, (51)

且rank(P̃ ) = r.

步步步骤骤骤 3 最后,还需要证明存在一个唯一的拉格
朗日乘子λ > σmax(ΛP ) > 0,满足条件D(f̃0, f)=c.
令

P = UMUT (52)

为P 的特征值分解,其中U ∈ Rn×n使得UTU =

UUT = In和

M = diag{m1, · · · ,mr, 0, · · · , 0}

且mi > 0. 因此,有P+=UM+UT. 由于Im(HT)⊆
Im(P ),可知

HTH = UDUT, (53)

其中D ∈ Q̄n
+,且不失一般性的,它可以被分割为

D =

[
D∗ 0

0 0

]
,

且D∗ ∈ ¯Qr×r
+ ; rank(D∗) = q. 由式(51)–(53)可知

P̃ = U(M+ − λ−1D)+UT, (54)

同时将式(47)(40)(50)(54)代入式(32)中,则不难得出

D(f̃0, f) =

1

2
{lndet+(P )− lndet+(P̃ ) + tr(P+P̃ − Ir)} =

1

2
{lndet+(M) + lndet+(M+ − λ−1D) +

tr[M+(M+ − λ−1D)+ − Ir]} =

1

2
{lndet(M∗) + lndet(M−1

∗ − λ−1D∗) +

tr[M−1
∗ (M−1

∗ − λ−1D∗)
−1 − Ir]}, (55)

其中M∗ = diag{m1, · · · ,mr}. 这里,值得注意的是:
M−1

∗ − λ−1D∗在条件式(45)下为一个正定矩阵. 接下
来,用符号µ(λ) := D(f̃0, f)来表示D(f̃0, f)对λ的

相关性. 则关于λ, µ(λ)的一阶变分为

δµ(λ; δλ) =
1

2
{δλtr((M−1

∗ − λ−1D∗)
−1λ−2D∗)−

δλtr(M−1
∗ (M−1

∗ − λ−1D∗)
−1 ×

λ−2D∗(M
−1
∗ − λ−1D∗)

−1)}. (56)

因此

δµ(λ; δλ)

δλ
=

λ−2

2
{tr((M−1

∗ − λ−1D∗)
−1D∗ −

(M−1
∗ − λ−1D∗)

−1D∗ ×
(M−1

∗ − λ−1D∗)
−1M−1

∗ )} =

λ−2

2
{tr((M−1

∗ − λ−1D∗)
−1D∗ ×

(Ir − (M−1
∗ − λ−1D∗)

−1M−1
∗ ))} =

λ−2

2
{tr((M−1

∗ − λ−1D∗)
−1D∗ ×

(M∗(M
−1
∗ − λ−1D∗)− Ir)×

(M−1
∗ − λ−1D∗)

−1M−1
∗ )} =

−λ−3

2
{tr(M− 1

2
∗ (M−1

∗ − λ−1D∗)
−1 ×

D∗M∗D∗(M
−1
∗ − λ−1D∗)

−1M
− 1

2
∗ )} < 0.

因为M∗, M−1
∗ − λ−1D∗为正定矩阵,由此,迹内的矩

阵是正半定的,且与零矩阵不同.因此, µ(λ)是严格单
调递减的. 此外,不难看出

lim
λ→∞

µ(λ) = 0, lim
λ↓σmax(ΛP )

µ(λ) = ∞. (57)

由此可得到结论:存在一个唯一的拉格朗日乘子
λ > σmax(ΛP ) > 0,使得D(f̃0, f) = c.

最后,式(24)中右边的不等式可以基于引理2得到,
所求得的鲁棒贝叶斯估计器由式(20)所示. 证毕.

注注注 2 算法稳定性和收敛性分析可参考文献[17].

4 仿仿仿真真真与与与分分分析析析

市面上常用的大部分智能移动设备同时集成了

MEMS微机电系统芯片和GNSS信号接收芯片[20]. 但
是, MEMS加速度计的漂移会导致很大的误差,因此,
MEMS加速度计漂移校准一直是一个热门的话题.这
里,本文考虑基于GPS测量数据的MEMS加速度漂移
估计模型[21–22]{

xt+1 = Axt + Uut +Bωt,

yt = Cxt +Dωt,
(58)

其中: 状态向量为xt = [st vt d ]T; st和vt分别表示

目标的位移和速度.相应地, d是MEMS加速度计所测
得的加速度漂移,这里,将其看作一个常数. 此外,输
入为MEMS加速度计所测得的加速度ut = at. 接下
来,测量向量为yt=[sGt vGt ]T,且sGt 和vGt 分别为GPS
所测的位置信息和速度信息.其次, ωt为一个4维的高
斯标准白噪声. 此外,过程矩阵(包含状态转移矩阵A

和输入矩阵U )为

A =

1 T −0.5T 2

0 1 −T

0 0 1

 , U =

0.5T 2

T

0

 , (59)
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其中T = 0.1为采样周期;而测量矩阵为

C =

[
1 0 0

0 1 0

]
. (60)

最后,过程噪声矩阵和测量噪声矩阵分别为

B =

0.2 0 0 0

0 0.2 0 0

0 0 0 0

 , D =

[
0 0 1 0

0 0 0 1

]
. (61)

值得注意的是,这个模型是不可达的,即rank([BT

DT]T) = 4) < n+ p.因此,传统的鲁棒滤波算法,如
风险敏感滤波[20],鲁棒最小二乘[10],鲁棒状态空间滤
波[12]等,将不在适用于这个应用场景. 这里,为了验
证所提算法的有效性,需要设计上述标称模型所对应
的含有扰动的真实模型. 然而,对于传感器漂移而言,
其扰动很难用有限个参数来描述,因此,基于本文利
用相对熵函数来描述该非参数化扰动.具体来说,引
入文献[17]第5章中的最不利模型,即给定一个容许误
差c,所有可能的真实模型中最坏的一个.具体如下.

首先,取状态空间向量

ξt
∆
=

[
xt

et

]
, ũt

∆
=

[
ut

0

]
, (62)

则其最不利模型为{
ξt+1 = Ãtξt + Ũ ũt + B̃tϵt,

yt = C̃tξt + D̃tϵt,
(63)

其中:

Ãt :=

[
A BFt

0 A−GtC + (B −GtD)Ft

]
,

Ũ :=

[
U

0

]
, B̃t :=

[
B

B −GtD

]
Lt,

C̃t := [C DFt ], D̃t := DLt.

(64)

值得注意的是,最不利的模型是由向后递归实现产生
的,如下所示:

W+
t+1 = Ω+

t+1 + θtH
TH,

Kvt
= (I − (B −GtD)TW+

t+1(B −GtD))−1,

Ft = Kvt
(B −GtD)TW+

t+1(A−GtC),

Ω+
t =(A−GtC)TW+

t+1(A−GtC)+FT
t K−1

vt
Ft.

(65)

最后,本文基于最不利模型,可求得其扰动的
Riccati方程P̃t. 假设初值为0.01× I ,且仅提取出其中
P̃t(3, 3)出的值,即为所估计出的加速度漂移误差的
协方差矩阵 P̃ d

t . 如图 2所示,基于容许误差为 c =

10−2的最不利模型,红色实线代表由标准卡尔曼滤波
器(Kalman filter, CF)所产生的漂移的估计误差协方
差,蓝色实线代表由本文所提的鲁棒贝叶斯滤波器

(low-rank robust bayesian estimator, LRB)所产生的漂
移的估计误差协方差,通过拐点位置和误差大小不难
看出,无论是收敛速度还是估计精度,本文所提的低
秩鲁棒贝叶斯估计算法的都明显优于标准卡尔曼滤

波算法. 接下来,本文采取基于容许误差为 c = 2×
10−3和c = 8× 10−3的最不利模型,如图3–4可以看
出,随着c的减少,模型的扰动减弱,且在漂移的误差
协方差减少. 同时, LRB的性能和KF之间的性能差距
也会随着c的减少而减弱. 特别地,若c = 0,即为标称
模型时,则两者完全一致,如图5所示.
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图 2 在c = 10−2的最不利模型下, KF和LRB的加速度漂
移误差协方差

Fig. 2 Variance of the acceleration drift error for KF and LRB

under the least favorable model with c = 10−2
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图 3 在c = 2× 10−3的扰动模型下, KF和LRB的加速度
漂移误差协方差

Fig. 3 Variance of the acceleration drift error for KF and L-
RB under the least favorable model with c = 2×10−3

5 结结结论论论

本文针对不可达系统,提出了一种在模型扰动下
的低秩滤波贝叶斯估计方法. 重要的是,本文提供了
一种全新的证明思路: 首先,将带KL散度约束的估计
问题转换成了一个无约束的拉格朗日函数,且通过对
该函数的二阶变分分别找到了使其在均值和奇异的

方差矩阵上为严格凹函数的条件.其次,通过求解拉
格朗日函数的一阶变分等于0,得到其均值和方差的
最大值.最后,证明存在一个唯一的拉格朗日乘子满
足其约束条件.此外,本文将所提算法应用到MEMS
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加速度计漂移校准的应用场景中. 仿真结果证明,所
提算法适用于不可达系统,且在含有模型扰动的情况
下,算法性能高于标准卡尔曼滤波器.
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图 4 在c = 8× 10−3的扰动模型下, KF和LRB的加速度
漂移误差协方差

Fig. 4 Variance of the acceleration drift error for KF and L-
RB under the least favorable model with c = 8×10−3
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图 5 在标称模型下KF和LRB的加速度漂移误差协方差

Fig. 5 Variance of the acceleration drift error for KF and L-
RB under the nominal model
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