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摘要:本文研究一类不确定非线性系统的约束鲁棒输出调节问题.在具有未知控制输入方向的情况下,要求被控
非线性系统的受控输出在趋近于零的同时,被限制在给定的范围内.文章结合障碍Lyapunov函数和Nussbaum增益
技术,进行反馈控制器的设计.通过MATLAB仿真验证了控制算法的合理性. 同时,与基于二次型Lyapunov函数设
计的仿真结果进行对比,表明了控制算法的有效性.
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Abstract: We investigate the constraint robust output regulation problem for uncertain nonlinear systems. It is assumed
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1 引引引言言言

输出调节问题旨在为不确定系统设计反馈控制器,
使得受控闭环系统在内部状态有界的前提下,其输出
可以在抵抗干扰的同时而渐近跟踪上给定的参考信

号.这类问题也可以称为渐近跟踪或抗干扰问题,在
控制领域得到了广泛关注[1–5].

然而,实际物理系统受到外界环境或自身物理结
构的约束. 因而,在对非线性系统进行反馈控制规律
的设计时,必须考虑受控系统的暂态性能.例如,在人
机交互设计中,需要对机器人机械手的位置进行约束,
以避免与人或周围环境的碰撞[6–8]. 此外,不确定系统
存在控制方向未知的问题,对控制系统的设计带来了
挑战[9]. 20世纪80年代提出的Nussbaum增益技术是
处理未知控制方向的标准方法[10].

在考虑非线性系统的约束输出问题时,障碍Lya-
punov函数 (barrier Lyapunov function, BLF)技术得到
了广泛应用[11–13]. 与二次型Lyapunov函数(quadratic
Lyapunov function, QLF)不同, BLF不是径向无界的,
而是在其参数接近某一有限值时趋近于无穷大[11–12].
这一特性使得BLF技术可应用于系统输出受到约束的
非线性系统控制问题.为了放松静态约束的要求[11],
并降低设计保守性,文献[13]进一步发展了时变BLF
技术,允许期望输出被限制在给定的时变范围内.
基于BLF的控制技术已被成功应用于解决具有输

出约束的各类非线性系统[14–15]. 然而,现有的研究大
多基于逆跟踪设计方法,这种方法普遍需要依赖于跟
踪参考信号的高阶差分信息[16]. 在实际应用中,对
信号的高阶微分会引入噪声放大问题.最近,文献
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[17–19]结合Nussbaum增益技术,将BLF技术应用到
控制方向未知的非线性系统跟踪控制问题中,采用模
糊控制和神经网络设计框架,使跟踪误差收敛到零附
近的一个紧集中. 与基于逆跟踪的方法相比,输出调
节设计框架基于内模原理[20],消除对高阶微分信息的
依赖要求,而且能够保证跟踪误差渐进收敛到零.

文献[3–4]利用Nussbaum增益技术研究了非线性
输出反馈系统控制方向未知时的输出调节问题.文
献[5, 21]考虑了外部系统含有未知参数的情况. 以上
研究成果都未考虑被控系统的输出约束. 基于文献
[13]的BLF技术,文献[22]研究了一类非线性系统的
约束输出调节问题,但其要求系统的控制输入方向已
知. 因此,文章将结合BLF方法和Nussbaum增益技术,
讨论一类非线性系统控制方向未知时的约束鲁棒输

出调节问题,使得系统的跟踪误差能渐近趋近于零,
而且一直保持在给定的限制区域内.

本文基于解决鲁棒输出调节问题的一般框架[20]:
首先,将非线性系统的约束鲁棒输出调节问题转化为
增广系统的约束鲁棒稳定问题;然后,将BLF方法与
Nussbaum增益技术相结合,解决增广系统的约束鲁棒
稳定问题;最后,选用Lorenz系统进行数值仿真,验证
反馈控制器的合理性,并与基于QLF设计的仿真结果
进行对比,表明反馈控制器的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识

考虑如下的一类非线性系统:
ż = f(z, y, v, w),

ẏ = g(z, y, v, w) + b(w)u,

e = y − yr,

(1)

其中: z ∈ Rn, y ∈ R和e ∈ R分别表示非线性系统的
状态、输出和输出跟踪误差, u ∈ R代表系统的控制输
入, w∈W ⊂Rnw表示系统中的不确定参数, v∈V ⊂
Rnv表示外部系统信号.给定的目标输出参考信号
yr ∈ R由如下的线性外部系统提供:{

v̇ = A(σ)v

yr = q(v, w).
(2)

系统(1)中的所有函数都是充分光滑的. 同时,系
统的控制输入增益b(w) ̸= 0,但符号未知. 对于已知
的σ ∈ S ⊂ Rl,系统(2)中矩阵A(σ)的所有特征值互

异,并且实部都为零. 因此,外部系统(2)能够产生有限
个阶跃函数和正弦函数的组合,其幅值和相位由外部
系统的初始条件决定.

本文研究的问题描述如下: 对系统(1)建立如下形
式的动态输出反馈控制律:

η̇ = Mη +Nu,

u = F (η, k, e),

k̇ = ρ(η, k, e),

(3)

使得非线性系统(1)和控制器(3)组成的闭环系统状态
有界,跟踪误差 e渐近趋于零,并且输出 y(t)满足

|y(t)| 6 kc(t),∀t>0,其中: (M,N)是一对待定矩阵,
F (·), ρ(·)是η, k, e的待设计函数, kc(t)是一个与时间
有关的给定约束.

注注注 1 在控制器(3)中: η表示内模状态[2], u为系统(1)

的控制输入, k为高增益参数. 由于考虑的外部系统(2)是线性

的,因此内模η的动态行为是线性的.

如果 t > 0, w∈W ⊂ Rnw , v(t)∈V ⊂ Rnv ,那么
存在一个与期望输出yr(t)有关的函数ȳr(t),并且满
足ȳr(t) > |yr(t)|. 定义函数kb(t) = kc(t)− ȳr(t). 如
果∀t > 0, |e(t)|<kb(t)得到满足,则有

|yr(t)| 6 ȳr(t)<kc(t), ∀t > 0, (4)

通过上述变换,可以将系统的输出约束转化为系统的
输出跟踪误差约束,其中kb(t)是跟踪误差的约束函

数. 通过引入ȳr(t),将被控系统的输出约束问题转化
为跟踪误差约束问题.根据文献[20]中提出的输出调
节设计框架,引进如下标准假设:

假假假设设设 1 存在一个满足z(0, w, σ) = 0的充分光

滑函数z(v, w, σ) : Rnv × Rnw × Rl → Rn,且

∂z(v, w, σ)

∂v
A(σ)v = f(z(v, w, σ), q(v, w), v, w).

根据假设1,令y(v, w) = q(v, w),可以计算得到

u(v, w, σ) = b−1(w)[
∂q(v, w)

∂v
A(σ)v −

g(z(v, w, σ), q(v, w), v, w)]. (5)

此时, z(v, w, σ),y(v, w, σ)和u(v, w, σ)给出了系统

(1)的调节器方程的解[2]. 为了构造线性动态补偿器来
重建稳态控制输入u(v, w, σ),引入如下假设:

假假假设设设 2 函数u(v, w, σ)是有关v的多项式,并且
该多项式的系数依赖于不确定性参数w和σ.

注注注 2 由文献[2]和文献[23]可知,对于线性外部系统

(2),如果系统(1)中的函数f(z, y, v, w)是(z, y, v)的多项式,且

系数依赖于w,则假设1中的z(v, w, σ)一定有解. 此时,如果

系统(1)中的函数g(z, y, v, w)和q(v, w)也是关于(z, y, v)的多

项式且系数依赖于w,则假设2得到满足.

由文献[21]可知,存在一个正整数s,对于外部系
统(2)的v以及任意的(w, σ)∈W×S,函数u(v, w, σ)

满足下面方程:
dsu(v, w, σ)

dts
=h1(σ)u(v, w, σ)+

h2(σ)
du(v, w, σ)

dt
+ · · ·+

hs(σ)
ds−1u(v, w, σ)

dts−1
,

其中h1(σ), h2(σ), · · · , hs(σ)为实数,并且对于任意
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的σ ∈ S,多项式

P σ(a) = as − h1(σ)− h2(σ)a− · · · − hs(σ)a
s−1

具有实部为零的各个互异根.

定义Φ(σ) =

[
0(s−1)×1 Is−1

h1(σ) h2(σ) · · ·hs(σ)

]
和Ψ =[

1

0(s−1)×1

]T

. 选择Hurwitz矩阵M ∈ Rs×s和列向量

N ∈ R1×s,使得(M,N)是能控矩阵对. 对任意σ∈S,
矩阵Φ(σ)的特征值都具有零实部,并且(Ψ, Φ(σ))是

能观矩阵对. 因而,存在唯一的非奇异解T (σ)满足Sy-
lvester方程T (σ)Φ(σ)−MT (σ) = NΨ .
定义π(v, w, σ) = [u u̇ · · · u(s−1)]T,则有
∂ϑ(v, w, σ)

∂v
A(σ)v = (M +NΨσ)ϑ(v, w, σ),

u(v, w, σ) = Ψσϑ(v, w, σ),
(6)

其中: ϑ(v, w, σ) = T (σ)π(v, w, σ), Ψσ = ΨT−1(σ).
根据式(6),构造如下动态补偿器:

η̇ = Mη +Nu, (7)

上式可称为系统(1)输出为u的内模[20].
将内模动态方程(7)与非线性系统(1)合并,然后进

行如下的坐标变换:
z̄ = z − z(v, w, σ),

η̄ = η − ϑ(v, w, σ)−Nb−1(w)e,

e = y − q(v, w),

(8)

可得增广系统

˙̄z = f(z̄ + z, e+ q, v, w)− f(z, q, v, w),

˙̄η = Mη̄+MNb−1e−Nb−1(g(z̄+ z, e+

q, v, w)− g(z, q, v, w)),

ė = (g(z̄ + z, e+ q, v, w)− g(z, q, v, w))+

bΨση̄ + ΨσNe+ bū,

(9)

其中: b = b(w), ū = u−Ψση. 因此,如果存在控制器ū = κξ(ξ, e),

ξ̇ = ιξ(ξ, e),
(10)

可以解决增广系统(9)在跟踪误差受约束且控制方向
末知情况下的稳定性问题,则控制器

u = κξ(ξ, e) + Ψση,

η̇ = Mη +Nu,

ξ̇ = ιξ(ξ, e),

(11)

可以解决系统(1)的约束输出调节问题[20].

3 主主主要要要结结结果果果

这一部分,本文将使用BLF技术和Nussbaum增益
技术解决增广系统(9)的约束镇定问题.为此,引入如

下引理1[11]和假设3[21].

引引引理理理 1 对正常数k1和k2,令开区间Z = {ξ ∈
R : −k1 < ξ < k2} ⊂ R和开区间N=Rl×Z ⊂ Rl+1.
考虑如下系统:

ζ̇ = h(t, ζ),

其中: ζ = (ω, ξ)T ∈ N,函数h : R+×N → Rl+1在时

间t上分段连续且对ζ满足局部Lipschitz条件.假定
存在两个正定可微的函数V1 : Z → R+和U : Rl ×
R+ → R+,并分别满足如下条件: 1) V1(ξ) → ∞, 当

ξ → −k1或 ξ → k2时; 2) γ1(∥ω∥) 6 U(ω, t) 6
γ2(∥ω∥),其中: 函数γ1(·)和γ2(·)均为K∞类函数. 令
函数V (ζ) = V1(ξ) + U(ω, t)且初始值ξ(0) ∈ Z . 对

于ξ ∈ Z ,如果V̇ =
∂V

∂ζ
h 6 0,则对t > 0的时刻,有

ξ(t) ∈ Z .

假假假设设设 3 考虑增广系统(9),对于所有的µ = (v,

w) ∈ Σ ⊂ Rnv × Rnw ,存在一个满足下面条件的C1

函数V (z̄):
α(∥z̄∥) 6 V (z̄) 6 ᾱ(∥z̄∥),
∂V (z̄)

∂z̄
˙̄z 6 −α(∥z̄∥) + δγ(e),

(12)

其中: α(·)和 ᾱ(·)是K∞类函数, δ是未知的正常数,
γ(·)是已知的光滑正定函数, α(·)是已知的K∞类函数

且满足 lim
s→0+

sup(α−1(s2)/s) < +∞.

注注注 3 在假设3下,由系统(9)的第1个子系统动态方程
可知,子系统状态 z̄在输入 e下是输入–状态 (input-to-state
stable, ISS)稳定的[24]. 利用文献[24]中的变供给函数技术,对
于任意光滑函数∆(z̄) > 0及两个K∞函数α1z̄(·)和ᾱ1z̄(·),存
在一个满足α1z̄(∥z̄∥)6 V̄z̄(z̄)6 ᾱ1z̄(∥z̄∥)的C1函数V̄z̄(z̄),使
其对于任意µ ∈ Σ,沿着子系统 ˙̄z轨迹的导数满足

˙̄Vz̄ 6 −∆(z̄)∥z̄∥2 + δeγe(e)e
2, (13)

其中: δe是未知正常数, γe(·)是已知光滑正函数.

选择改进型障碍Lyapunov函数 (modified barrier
Lyapunov function, MBLF)

VMBLF = ln
k2
b(t) exp(e

2(t))

k2
b(t)− e2(t)

, (14)

其中: ln(·)表示自然对数, exp(·)表示以自然常数e为

底的指数函数. 式(14)的MBLF函数,既适用于处理有
输出约束的情况,又可以处理无输出约束的情况,扩
展了BLF技术的应用范围[16]. 同时,由于非系统(1)的
控制输入方向未知,本文选择Nussbaum增益函数[3]

为N (k) = k2 cos k.

引引引理理理 2 在假设3下,对于增广系统(9),考虑如下
形式的控制器:ū =

k2
b − e2

2(k2
b − e2 + 1)

N (k)ρ(e)e,

k̇ = ρ(e)e2,

(15)
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则存在正常数p,光滑实函数ρ(·) > 1和Lyapunov函
数V ,并且V沿着闭环系统轨迹的导数满足

V̇ 6 (bN (k) + p)k̇. (16)

证 首先,将增广系统(9)的子系统动态(z̄, η̄)看

作文献[21]中方程(17)的形式,其中

z1 = z̄, z2 = η̄, u = e, A = M,

φ1(z1, u, µ) = f(z̄ + z, e+ q, µ)− f(z, q, v, w),

φ2(z1, u, µ) = MNb−1e−Nb−1(g(z̄+z, e+

q, µ)− g(z, q, µ)).

(17)

因此,在假设3下,依据文献[21]中的引理3.1可得,
对任意的µ ∈ Σ,存在一个满足下面条件的C1函数

V1(z̄, η̄),即

α1(∥z̄, η̄∥) 6 V1(z̄, η̄) 6 ᾱ1(∥z̄, η̄∥), (18)

其中: α1(·)和ᾱ1(·)是K∞类函数,并且V1(z̄, η̄)沿着

(z̄, η̄)子系统轨迹的导数满足

V̇1 6 −∥z̄∥2 − ∥η̄∥2 + δ̃eγ̃e(e), (19)

其中: δ̃e为正常数, γ̃e(·)是已知的光滑正实函数. 运用
文献[24]的变供给函数方法可得,给定一个光滑正实
函数∆(z̄, η̄) > 0,存在一个满足下面条件的C1函数

U(z̄, η̄),即

α2(∥z̄, η̄∥) 6 U(z̄, η̄) 6 ᾱ2(∥z̄, η̄∥), (20)

其中: α2(·)和 ᾱ2(·)是K∞类函数,并且U(z̄, η̄)沿着

(z̄, η̄)子系统轨迹的导数满足

U̇ 6 −∆(z̄, η̄)∥z̄, η̄∥2 + δ̄eγ̄e(e)e
2, (21)

其中: δ̄e为正常数, γ̄e(·)为己知的光滑正实函数.
其次,对式(14)中的MBLF函数VMBLF求导,可得

V̇MBLF =
2(k2

b − e2 + 1)e

k2
b − e2

g̃(z̄, η̄, e, µ)−

2e

k2
b − e2

k̇b
kb

e+ bN (k)ρ(e)e2, (22)

其中g̃(z̄, η̄, e, µ) = (g(z̄+z, e+ q, µ)−g(z, q, µ))+
bΨση̄ + ΨσNe. 由于g̃(0, 0, 0, µ) = 0,运用文献[2]中
的引理7.8,对µ ∈ Σ,可得如下不等式:

|g̃(Z, e, µ)|2 6 p1(∆1(Z)∥Z∥2 + ρ1(e)e
2), (23)

其中: Z=col(z̄, η̄), p1是未知正常数, ∆1(Z)和ρ1(e)

是两个光滑的正实函数.
定义Lyapunov函数V = U(Z) + VMBLF.结合式

(21)–(22),可得V沿着增广系统(9)和控制器(15)组成
的闭环系统的轨迹满足

V̇ 6−(∆(Z)− p1∆1(Z))∥Z∥2 + (bN (k) +

p)ρ(e)e2 − (pρ(e)− χ(e, kb))e
2, (24)

其中

χ(e, kb) = δ̄eγ̄e(e)+
(k2

b−e2+1)2

(kb2−e2)2
+p1ρ1(e)+

1

(k2
b − e2)2

+ (
k̇b
kb

)2.

存在正常数p, ϱ满足p > ϱmax(δ̄e, p1, (
k̇b
kb

)2 +1). 选

择∆(Z) > p1∆1(Z) + 1和

ρ(e) > ϱ−1(γ̄e(e) + ρ1(e) + 1 +
2(k2

b − e2 + 1)

(k2
b − e2)2

),

可得不等式(16)成立. 证毕.

根据引理2,可得到如下定理.

定定定理理理 1 在假设1–3下,如下反馈控制器:
u =

k2
b − e2

2(k2
b − e2 + 1)

N (k)ρ(e)e+ Ψση,

η̇ = Mη +Nu,

k̇ = ρ(e)e2,

(25)

可以解决非线性系统(1)在控制方向末知情况下的约
束鲁棒输出调节问题.

证 在时间区间[0, t), ∀t > 0上,对不等式(16)的
两边同时积分,可得

V (t)− V (0) 6
w t

0
(bN (k(τ)) + p)k̇(τ)dτ, (26)

根据式(26)以及文献[25]中的引理1,对于时间区间[0,

T ), 0 < T 6 ∞,可知V (t)和 k(t)是有界的. 由于
V (t)是关于闭环系统状态的正定函数,可知增广系
统(9)和反馈控制器(15)构成的闭环系统的解有界,并
且根据式(15)可知k̇ = ρ(e)e2. 因此, e(t)是平方可积
的. 考虑到 e(t)和 ė(t)的有界性,由Barbalat引理可
得 lim

t→∞
e(t) = 0. 依据引理1,如果 |e(0)| 6 kb(0),则

|e(t)| 6 kb(t),∀t ∈ [0,∞). 证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑以下Lorenz系统[3]:
ż1 = −L1z1 + L1y,

ż2 = L2z2 + z1y,

ẏ = L3z1 − y − z1z2 + bu,

(27)

其中: (L1, L2, L3)是系统的常参数向量, L1>0, L2<

0,并且b是一个未知符号的非零常数.

系统输出y(t)要实现跟踪的正弦参考信号v1(t)由

外部系统(2)产生,初始状态v0=[0 1]T. 同时,要求系
统输出y(t)满足|y(t)|6kc(t), ∀t>0,其中kc(t)=1.4+

0.33 cos t. 选取参考信号上限函数ȳr(t)中的参数λ =

0.5,可得跟踪误差约束函数kb(t)=kc(t)− ȳr(t).

由文献[3]可知,假设1–2得到满足,并且

Φ(σ)=

[
0 I3

−9σ4 [0 − 10σ2 0]

]
, Ψ=[1 0 0 0],
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选择能控矩阵对

M=

[
0 I3
−4 [−12 − 13 − 6]

]
, N=[0 0 0 1]T,

构造内模动态方程η̇ = Mη +Nu,可得对应的增广
系统[3].
根据第 3部分给出的设计思路,可得 ρ(e) = 11

(e6 + e2 + 1 +
2(k2

b − e2 + 1)

(k2
b − e2)2

).选取正弦参考信号

的频率σ=0.8,给定Lorenz系统的参数L1=10, L2=

−8

3
, L3 = 28,系统的初始状态为 (z1(0), z2(0)) =

(2,−1), η(0) = 0和k(0) = 1.
系统输出y(t)的初始状态分别设置为y(0) = 1.2

和y(0)=−1.2,分析可得|e(0)|<kb(0). 在控制输入
b = 1时,图1–2分别给出了系统的输出曲线和跟踪误
差输出曲线.图3–4则分别给出了b = −1时的对应结

果.从仿真结果可以看出,系统输出 y(t)能渐近跟踪

上参考输入信号,而且始终没有越过输出约束函数
kc(t). 采用文献[13]中的BLF,在图1–4中同时给出了
对应的仿真结果.对比可知,文章基于式(14)的MBLF
控制器使得约束范围内的跟踪误差更加远离约束范

围.在同样的系统初始状态和系统参数设定下,本文
进行了基于QLF设计方法的仿真对比,相应仿真结果
则由图5–6分别给出.可以看出,虽然系统输出y(t)可

以跟踪上给定参考信号.但是,系统输出在跟踪的过
程中越过了输出约束函数kc(t)的限定范围.
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图 1 b = 1时,输出y(t)的响应曲线(MBLF and BLF)

Fig. 1 Profile of y(t), when b = 1 with MBLF and BLF

5 总总总结结结

本文讨论了一类非线性系统在控制方向未知下的

约束鲁棒输出调节问题.在基于内模原理的输出调节
框架下,文章综合利用障碍Lyapunov函数与Nussb-
aum增益函数相结合的技术方案,设计对应的输出反
馈控制器. 以Lorenz系统为仿真实例,与基于传统二

次型Lyapunov函数设计的仿真结果对比,表明了本文
控制方案的有效性. 未来工作可考虑将研究方法推广
至其他类型非线性系统的类似输出约束问题.
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图 2 b = 1时,输出e(t)的响应曲线(MBLF and BLF)

Fig. 2 Profile of e(t), when b = 1 with MBLF and BLF
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图 3 b = −1时,输出y(t)的响应曲线(MBLF and BLF)

Fig. 3 Profile of y(t), when b = −1 with MBLF and BLF
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图 4 b = −1时,输出e(t)的响应曲线(MBLF and BLF)

Fig. 4 Profile of e(t), when b = −1 with MBLF and BLF
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图 5 b = 1时, y(t)和e(t)的响应曲线(QLF)

Fig. 5 Profile of y(t) and e(t), when b = 1 with QLF
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图 6 b = −1时, y(t)和e(t)的响应曲线(QLF)

Fig. 6 Profile of y(t) and e(t), when b = −1 with QLF
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