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摘要:本文针对常微分方程(ODE)耦合偏微分方程(PDE)建模的分布式参数多智能体系统进行研究,针对一致性
同步问题,提出了事件触发的网络化ODE–热方程级联系统多智能体一致性边界交互协议.本文考虑的热方程左边
界为Neumann边界条件,并且与ODE系统耦合,右边界为绝热边界条件.假设网络化多智能体系统的连接方式为全
联通有向拓扑图,给出ODE–热方程级联系统的多智能体的一致性控制协议.另外针对现有数字式控制器,设计了
事件触发的一致性控制协议,并利用李雅普诺夫函数验证了在事件触发条件下ODE–热方程级联系统的稳定性. 最
后给出了由5个ODE–热方程级联的多智能体系统的仿真结果,验证了事件触发控制器的有效性.
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Abstract: In this paper, a distributed parameter multi-agent system modeled by the ordinary differential equation (ODE)
coupled with the partial differential equation (PDE) is studied, and an event-triggered networked ODE-heat equation cas-
cade system with multi-agent consensus boundary interaction protocol are proposed. The left boundary of the heat equation
considered in this paper is the Neumann boundary condition, which is coupled with the ODE system, and the right bound-
ary is the adiabatic boundary condition. It is assumed that the connection mode of the networked multi-agent system is
fully connected and directed the topology diagram, the multi-agent consensus control protocol of the ODE-heat equation
cascade system is given. In addition, for the existing digital controller,event-triggered-based consensus control protocol is
designed, and the Lyapunov function is used. The stability of the ODE-heat equation cascade system is verified under the
event-triggered condition. Finally, the simulation results of the multi-agent system composed of five ODE-heat equation
cascades are given, which verifies the effectiveness of the event-triggered controller.
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1 引引引言言言

随着传感器技术、人工智能技术和分布式网络的

迅速崛起,多智能体系统(multi-agent systems, MAS)
成为控制科学和人工智能等领域的研究热点,引起了
广大学者的关注[1]. 智能体之间的信息交互通过网络
拓扑结构进行,相对于单个个体(智能体)而言,多智能

体系统具有更强的控制能力和协调能力,从而能够解
决单个个体无法实现的功能,因此被广泛应用于电网
经济调度优化、无人机编队联合侦查与搜索、卫星集

群通信、智能交通与物流等领域.多智能体系统的协
调控制研究包括多个方面,如编队控制、同步稳定、蜂
拥控制等,而其中最基本的问题是多智能体系统的一
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致性问题[2–6].

一致性问题的研究成为各类企业提高生产率的关

键,蓝宝石生产工艺便是其中之一.工业蓝宝石是氧
化铝的晶体,是国民经济、国防工业和科学技术发展
必不可少的基础材料和重要的战略物资[7]. 在蓝宝石
结晶初期,融融状态的蓝宝石引晶点处温度检测和控
制对后续整个结晶过程起到至关重要的作用,由于工
业蓝宝石的熔点温度为2050◦C,所以目前不存在有效
的自动温度检测手段与检测设备来获得如此高温,工
程中现行的检测方法是利用一根细长的、外部包裹了

透明合金材料的晶体深入加热炉内,并置细晶体棒的
一端于熔融状态的蓝宝石中心上方2 ∼ 3 cm,通过人
眼不定期地观察晶体棒端点来近似估计熔融状态蓝

宝石中心的温度.

很多蓝宝石企业,为了提高成产效率,引入了多智
能体系统.在工业生产中,将多台加热炉联接成网络,
通过控制其中部分加热,利用加热炉之间的信息传递,
可以实现自动化与网络化同步控制,既能节约成本又
能提高生产效率,这就是本文要研究的网络化系统的
状态一致性控制问题.

目前,一方面由于实际工程中许多系统模型均不
能质点化,并且一、二阶常微分方程(ordinary differen-
tial equation, ODE)建模的多智能体系统相对完善,但
基于偏微分方程(partial different equation, PDE)建模
的多智能体系统的研究没有得到同样程度的重视,所
以在这方面存在很大的挖掘空间[8–10]. 一般来说,利
用ODE或PDE对一些系统建模都不能完美的接近实
际的模型,但ODE与PDE相互耦合的级联系统却能完
美的逼近实际系统[11–13]. 其中,由于大部分实际工程
的需要,如水利、钻井、电加热炉等常见工业生产模
型,其分布参数控制系统往往需要在边界耦合集中参
数控制系统.并且大部分都是通过对边界进行控制.
正如文献[14]研究了麦克斯韦方程与热方程的耦合;
文献[15]用一类ODE与KDV(korteweg-de vries equa-
tion)方程边界级联的形式,来简化存在机械振动的潜
水波模型;文献[16]利用反映–扩散–对流方程对冶金
固定床内部颗粒发生化学反应的动力学行为进行建

模. 所以本文选择ODE–热方程级联的方式对蓝宝石
加热炉进行建模.

另一方面,由于实际传感器测量速度的限制,网络
带宽限制以及系统处理速度等各类因素的限制,显然
连续时间控制器很难满足控制要求,而离散信号是很
容易获取的,并且连续时间控制器的离散和采样已成
为有限维多智能体系统的研究热点[5, 9]. 虽然出现了
许多优秀的控制方案,但触发频率较高,仍然可能会
造成计算资源和能量的不必要损耗.为了解决上述问
题,受到文献[10, 17–18]等文章的启发,针对ODE–热

方程建模的加热炉多智能体系统,为降低控制器的要
求,本文提出了事件触发控制方案,并利用Lyapunov
函数验证在事件触发条件下该系统的稳定性.

本文所考虑的热方程左边界为Neumann边界条
件,与ODE系统耦合,右边界为绝热边界条件,采用这
种方式对系统进行建模,更加符合实际工程,并且所
有智能体通过全联通有向拓扑进行通信. 设计了
ODE–热方程级联系统的同步控制器与事件触发的同
步控制器,与之比较,事件触发控制值只在触发时刻
进行更新,很大程度上,节约了计算资源,降低了控制
器的负载. 通过Lyapunov稳定性分析,证明了误差系
统可以收敛到一致的值,选取5个智能体进行仿真验

证,证明了事件触发控制器的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 代代代数数数图图图论论论

为了便于研究多智能体系统,研究学者引入了图
论知识G = (V, E ,A),用于分析所有智能体之间的信
息交换,其中节点集V = {1, 2, · · · , N},代表系统中
的每个智能体;边集E = V × V ,表示智能体之间的
通信连接. Ni = {j ∈ V : (i, j) ∈ V},代表智能体i

的邻点集. 邻接矩阵A = [aij] ∈ Rn×n表示节点之间

的连接关系,其中aij = 1表示节点j能够获取节点i

的信息,否则aij = 0. 度矩阵D用来描述与之连接的
所有节点的连接度.定义节点Vi的入度为deginVi =
n∑

j=1

aji,出度为degoutVi=
n∑

j=1

aij ,那么在图G的度矩阵

D=[Dij]中, Dij =0, ∀i ̸=j且Dii =degoutVi
[8, 18–19].

2.2 模模模型型型描描描述述述

在竞争激烈的今天,每个细节都能决定企业的成
功与否.其中制药工程、晶体结晶、发酵工艺等都对温
度有严格的要求. 正如蓝宝石工艺,在加热的过程中,
会形成固体与液体交接的情况. 蓝宝石的温度分布应
该保证固体与液体交接点的变化满足工程实际需要,
即固体与液体交接点的变化速度不能过快或者过慢,
否则会导致蓝宝石结晶过程中晶体因受热不均而发

生炸裂,或者与加热炉粘连,从而影响晶体质量. 然而
蓝宝石加热炉是通过给外部的钨棒网通电进行加热

的,所以最终目的是通过改变钨棒网的电压来实现温
度控制,从而使固液交接点处的温度分布均匀,其加
热炉如图1所示.

图1中: 1表示CCD摄像机; 2表示目镜; 3表示旋转
挡板驱动; 4表示旋转挡板把手; 5表示挡板; 6表示隔
热层; 7表示孔洞; 8表示提拉杆; 9表示坩埚壁; 10表示
籽晶; 11表示钨加热器; 12表示炉壁; 13表示熔融状蓝
宝石.

利用各向同性性质,归一化处理后,可以将熔融状
态的蓝宝石温度分布用抽象的一维反应扩散方程近
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似描述,因此系统模型可表示为

żi(t) = ui(t), i = 1, 2, · · · , N,

ωi
t(x, t) = ωi

xx(x, t),

ωi
x(0, t) = 0,

ωi
x(1, t) = czi(t),

zi(0) = zi0, ω
i(x, 0) = ωi

0(x),

(1)

其中: N为智能体的个数, i表示第i个智能体, z(t)表
示电源控制器内部的状态变量和加热炉内钨棒网的

温度, ω(x, t)为蓝宝石溶液在x位置t时刻的温度分布,
其状态空间为H := L2(0, 1), x表示空间坐标.通过对
电源z(t)的控制改变蓝宝石温度分布ω(x, t)以保证固

体与液体交接点x的变化满足工程实际需要.钨棒网
与溶液边界直接耦合,由于位置x的对称性,交接点两
侧的温度近似相同,所以交接点不存在热交换,因此
可以将另一侧边界假设为绝热条件.

图 1 蓝宝石加热炉

Fig. 1 Sapphire heating furnace

根据图论知识,针对具有N个智能体的多智能体

系统,第i个智能体的状态为ωi(x, t),若系统中每个智
能体的状态都达到一致,需要满足

lim
t→∞

∥ωi(x, t)− ωj(x, t)∥H = 0, i ̸= j.

本文目的是通过控制电源,最终使所有状态能够
自发的达成一致,也就是说,液体热量最终能够在各
个位置相同.接下来将设计通信交互协议,并证明该
通信协议能够使系统稳定,并给出了事件触发控制方
案,从而能够节约成本.

假假假设设设 1 假设系统(1)的连接方式由全联通有向
拓扑图G = (V, E)来描述. 图G的拉普拉斯矩阵L可
以表示为

L = D −A,

或常用L(A) = L(G)来表示图G的拉普拉斯矩阵.

定定定义义义 1 设X是线性赋范空间, X上的单参数强
连续有界线性算子族T (t)称为算子半群,简称C0半

群[20]. 对任何t > 0, T (t)都是线性有界算子,且满足

T (0) = I,

T (t+ s) = T (t)T (s),

lim
t→0

∥T (t)x− x∥ = 0, ∀x ∈ X.

定定定义义义 2 在线性赋范空间X上满足∥T (t)∥ 6 1,
∀t > 0的C0半群称为压缩C0半群.

定定定义义义 3 线性赋范空间X上一线性算子A称
为耗散的,如果对任意x ∈ D(A), ∃x∗ ∈ D′(A),使
Re⟨Ax, x∗⟩ 6 0,若A还满足R(λ−A) = X , ∀λ > 0,
则称A为耗散的[21].

定定定理理理 1 设A是线性赋范空间X中的一稠定算

子,则以下条件等价:

若A是耗散的,且∃λ0 > 0使得R(λ0 −A) = X ,
则A生成X上的压缩C0半群.

若A生成X上的压缩C0半群,则A是耗散的,且
R(λ−A) = X , ∀λ > 0,此外

Re⟨Ax, x∗⟩ 6 0, ∀x ∈ D(A), x∗ ∈ D′(A).

2.3 一一一致致致性性性控控控制制制协协协议议议设设设计计计

由于级联系统存在耦合的边界条件,传统的ODE
或PDE的多智能体一致性控制已不能满足需求,若继
续使用传统的一阶多智能体控制器的设计形式,稳定
性证明时则会产生不稳定的耦合项,因此本文根据级
联系统特性重新设计一致性同步协议并予以证明.

对于型如系统(1)的多智能体ODE–热方程级联系
统,设计控制器

u(t) = −cLω(1, t)− kIz(t), (2)

其中: c > 0, k > 0均是常数, L是拉普拉斯矩阵, I表
示单位矩阵, ω(x, t)和z(t)均为N维向量,将控制器
(2)代入系统(1),可以得到级联系统如下:

ż(t) = −cLω(1, t)− kIz(t),

ωt(x, t) = ωxx(x, t),

ωx(0, t) = 0,

ωx(1, t) = cz(t),

z(0) = z0, ω(x, 0) = ω0(x).

(3)

引引引理理理 1 (文献[8]引理 3.1) 对于任意的 z(t) ∈
L2

loc(0,∞), ω0(x) ∈ H2(0, 1),系统(3)存在唯一解
ω(x, t), 使ω(x, t) ∈ C1(0,∞;L2(0, 1)) ∩ C(0,∞;

H2(0, 1)). 此外,通过H2(0, 1)⊂C[0, 1],那么ω(1, t)

对于时间t > 0是连续的、有界的.

考虑状态空间

H = (L2(0, 1))N × RN . (4)
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定义内积如下:

⟨ϕ1, ϕ2⟩H =
w 1

0
ωT
1 (x, t)Lω2(x, t)dx+

1

2
zT1 (t)z2(t), (5)

其中∀ϕi = (ωT
i (x, t), zi(t)), i = 1, 2. 定义算子A :

D(A) → H:
A(ω(x, t), z(t)) = (ωxx(x, t),−cLω(1, t)−

kz(t)),

D(A) = {(ω, z) ∈ (H2(0, 1))N × RN |
ωx(0) = 0, ωx(1) = cz}.

(6)

将方程(3)写为发展方程形式如下:

ϕ̇(t) = Aϕ(t). (7)

定定定理理理 2 算子A在空间H上生成压缩C0半群.

在式(6)中,计算可以得出

Re ⟨Aϕ, ϕ⟩ =

−kzT(t)z(t)−
w 1

0
ωT
x (x, t)ωx(x, t)dx 6 0. (8)

因此得出算子A在空间H上是能量耗散的,由于初值
条件给定,其具有唯一解,因此可以得出A−1存在. 根
据Sobolev嵌入定理得出A−1在H中是紧的. 利用定
理1(Lumer-Phillips)可以得出,算子A在空间H上生成
压缩C0半群.

本文的目标是使系统同步,分析可知同步的一个
充分条件是使边界无能量流动,同时使得所有状态趋
近于0. 又由于边界绝热条件的充分条件是使ODE部
分收敛到0,因此初步分析ODE部分特征值需要为负,
而热方程部分系统的特征值所在空间仅有一个零特

征值,其余为负.根据以上思路设计的控制器(2).

接下来证明在控制器(2)作用下系统的稳定性,定
义Lyapunov函数如下:

V =
1

2

w 1

0
ωT(x, t)Lω(x, t)dx+

1

2
zT(t)z(t). (9)

对Lyapunov函数求导得

V̇ =
w 1

0
ωT(x, t)Lωt(x, t)dx+ zT(t)zt(t) =w 1

0
ωT(x, t)Lωxx(x, t)dx+

zT(t)(−cLω(1, t)− kz(t)) =

ωT(x, t)Lωx(1, t)−
w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx+

zT(t)(−cLω(1, t)− kz(t)) =

cωT(1, t)Lz(t)−
w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx−

cω(1, t)LzT(t)− kzT(t)z(t) =

−
w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx− kzT(t)z(t) 6 0. (10)

通过LaSalle不变集原理,可以找出有且仅有一个稳定

解收敛,即系统状态最终可以达成同步

∥(ω(·, t)), z(t))∥H → 0, t → ∞. (11)

以上是连续系统ODE–热方程级联系统的控制器及闭
环系统的证明. 下文将设计事件触发控制器的控制规
则,并证明该系统依然保持收敛性能.

3 事事事件件件触触触发发发控控控制制制器器器设设设计计计

上文提到的控制器是时间连续形式的,但是连续
控制需要在时间尺度上,不间断的采集并获取信息,
同时需要实时不间断的对信息进行处理. 由于目前广
泛应用的数字式执行器执行测量、运算或输出等操作

均有最小时钟周期限制,因此数字式执行器无法做到
无限小时刻采样并对信息进行处理. 为解决数字式控
制难以处理连续性控制的缺点,所以本文提出事件触
发的ODE–热方程级联系统一致性控制协议,给出具
体的触发条件,在达成触发条件时改变控制输入的值,
而其余时刻则保持之前状态不变.这样不仅仅能够解
决连续性控制的缺点,同时还可以节约控制器的计算
资源.

下面介绍事件触发控制器的设计,以及触发条件
的确认. 根据第2.3节得出的一致性同步协议可以假设
ODE–热方程系统事件触发控制器如下:{

u(t) = −cLω(1, t)− kz(t), t = tk,

u(t) = u(tk),
(12)

其中: u(t)为ODE–热方程级联系统事件触发控制器,
t ∈ [tk, tk+1),∀k = 0, 1, 2, · · ·且t0为初始时刻,触发
间隔时间点tk满足

tk =argmin
t>tk−1

{∥e(1, t)∥ =
σ1∥z(t)∥
|c| ∥L∥

,

∥ϵ(t)∥ =
σ2∥z(t)∥

k
}, (13)

其中: argmin表示∥e(1, t)∥和∥ϵ(t)∥达到最小值时t的

取值, ∀σ1, σ2 ∈ R+满足条件
∥e(1, t)∥ 6 σ1∥z(t)∥

|c| ∥L∥
,

∥ε(t)∥ 6 σ2∥z(t)∥
k

,

k − σ1 − σ2 < 0.

(14)

为便于证明在事件触发控制器作用下系统仍保持稳

定,首先引入误差系统{
e(x, t) = ω(x, tk)− ω(x, t),

ϵ(t) = z(ti)− z(t),
(15)

将误差状态(15)代入式(12)中,可以得到控制器在触
发时刻的误差表示形式

u(t) =−cLe(1, t)− cLω(1, t)−
kϵ(t)− kz(t). (16)
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为了证明控制器(16)能够使系统(1)的每个子系统保
持稳定,并能够使各个子系统最终状态达成一致,利
用Lyapunov稳定性判据对事件触发系统进行稳定性
判别.

设计Lyapunov函数如下:

V (t) =

1

2
(zT(t)z(t) +

w 1

0
ωT(x, t)Lω(x, t)dx). (17)

对上式左右两边关于时间变量求导,可得

V̇ (t) =

d

dt

1

2
(zT(t)z(t) +

w 1

0
ωT(x, t)Lω(x, t)dx) =

zT(t)u(t) +
w 1

0
ωT
t (x, t)Lω(x, t)dx =

zT(t)u(t) +
w 1

0
ωT
xx(x, t)Lω(x, t)dx =

zT(t)u(t) + ωT
x (x, t)Lω(x, t)|10 −w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx =

zT(t)u(t) + ωT
x (1, t)Lω(1, t)−w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx. (18)

结合耦合边界条件cz(t) = ωx(1, t),可以得出

V̇ (t) =

−czT(t)L[e(1, t)+ω(1, t)]−kzT(t)[ϵ(t)+z(t)]+

ωT
x (1, t)Lω(1, t)−

w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx =

−ωT
x (1, t)Le(1, t)− kzT(t)ϵ(t)−

kzt(t)z(t)−
w 1

0
ω1
xω

T
x (x, t)Lωx(x, t)dx 6

∥ωx(1, t)∥ ∥L∥ ∥e(1, t)∥+ k∥z(t)∥ ∥ϵ(t)∥ −

k∥z(t)∥2 −
w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx. (19)

设∃σ1, σ2 > 0,满足以下不等式组条件:
∥e(1, t)∥ 6 σ1∥z(t)∥

|c| ∥L∥
,

∥ε(t)∥ 6 σ2∥z(t)∥
k

,

k − σ1 − σ2 < 0.

(20)

事实上,对于∀σ1, σ2 ∈ R+,总是至少存在着一组
解满足不等式组(20),这是很容易得出的,因为前两个
不等式组在出发时刻∥e(1, t)∥和∥ϵ(t)∥都等于0. 所以
σ1, σ2 > 0即可满足要求. 并且由于设定参数k > 0,
所以必然存在σ1 + σ2 < k满足第3个不等式.

将假设的不等式组代入式(19),可以得出

V̇ (t)6 (k − σ1 − σ2)∥z(t)∥ ∥ϵ(t)∥ − k∥z(t)∥2 −w 1

0
ωT
x (x, t)Lωx(x, t)dx. (21)

根据Lyapunov稳定性判据可以得出,该系统是Ly-

apunov意义下稳定的,同时通过计算其稳定点所构成
的不变集,容易得出最终有且仅有一个共同收敛的点,
因此该ODE–热方程级联系统事件触发控制器最终能
够使得系统(1)中的状态达成一致.

根据不等式组(20)的条件,对于k = 1, 2, · · · ,以
及σ1, σ2满足式(20)条件,设触发时刻为

tk =argmin
t>tk−1

{∥e(1, t)∥ =
σ1∥z(t)∥
|c| ∥L∥

,

∥ϵ(t)∥ =
σ2∥z(t)∥

k
}. (22)

通过上述证明,可以得出控制器u(t)在式(12)的作
用下能够使系统(1)最终状态达成一致.由于PDE部分
边界条件经由ODE中的控制器引入了负实部极点,因
此系统具有一定的鲁棒性,即存在一定的扰动的情况
下,系统仍然可以按照预期的目标达成一致,下面针
对上述事件触发一致性协议设计计算机仿真程序来

进行验证.

4 数数数值值值仿仿仿真真真验验验证证证

为验证ODE–热方程级联系统事件触发一致性控
制协议的实际有效性,本文采用数字计算机平台进行
仿真模拟验证. 这里仿真离散格式中,对于空间采用
中心差分法进行离散,时间采用前向差分方法进行离
散化, ODE部分采用前向差分离散化. 选取仿真步长
dt=0.001 s,空间步长dx=0.05 m,仿真总时长T =

15 s, PDE选取长度为1 m. 设系统参数c = 5, k =

10/3. 假设系统仿真的初值条件如下:

ω(x, 0)=


4 + 2 sin(2πx+ 1) + 0.7(x− 0.5)

−2 + 1.4 sin(3πx+ 2)− 0.4(x− 0.7)

9− 6 sin(1.5πx+ 3)− 0.9(x− 0.3)

9− 1.4 sin(2πx+ 2) + 0.9(x− 0.4)

4− 2 sin(1.5πx+ 1) + 0.7(x− 0.2)

,
z(0) = [4 1 2 − 1 − 4]T,

考虑多智能体个数为5,且为全连通有向拓扑,假设权
重均为1,其连接方式如图2.

通过上述假设的参数进行仿真,能够得出仿真所
用控制系统如下:

ż(t) =

−5


1 − 1 0 0 0

0 1 − 1 0 0

0 0 1 − 1 0

0 0 0 1 − 1

−1 0 0 0 1

ω(1, t)−
10

3
z(t),

ωt(x, t) = ωxx(x, t),

ωx(0, t) = 0,

ωx(1, t) = 5z(t).

(23)
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因此根据本文所给出的计算方法,设计控制器

u(t) = ż(t) =

−5


1 − 1 0 0 0

0 1 − 1 0 0

0 0 1 − 1 0

0 0 0 1 −1

−1 0 0 0 1

ω(1, t)− 10

3
z(t),

u(t) = u(tk), t ∈ (tk, tk+1),

tk = argmin
t>tk−1

{∥e(1, t)∥ =
σ1∥z(t)∥
|c| ∥L∥

,

∥ϵ(t)∥ =
σ2∥z(t)∥

k
}.

(24)

其中选取σ1 = 0.43, σ2 = 11.1. 仿真结果如图3–10
所示.

图 2 多智能体连接拓扑图

Fig. 2 Multi-agent connection topology

图 3 多智能体系统ODE部分状态图

Fig. 3 Partial ODE state diagram of multi-agent system

图 4 多智能体系统PDE部分状态1

Fig. 4 Multi-agent system PDE partial State 1

图 5 多智能体系统PDE部分状态2

Fig. 5 Multi-agent system PDE partial State 2

图 6 多智能体系统PDE部分状态3

Fig. 6 Multi-agent system PDE partial State 3

图 7 多智能体系统PDE部分状态4

Fig. 7 Multi-agent system PDE partial State 4

图3描述了多智能体系统(24)中的ODE部分随时
间趋向于0,其物理含义是为了最终使PDE系统能够
稳定在一致温度下,热系统边界随着时间增加,其热
流动逐渐停止.图4–8五个多智能体系统的PDE部分
在边界耦合ODE系统的控制下,最终能够收敛到一致
状态. 图9–10表示了多智能体共同决策得出的触发条
件,其中触发时刻用“*”着重标记.根据仿真结果可
以看出,通过利用本文提出的基于事件触发的ODE–
热方程级联系统多智能体一致性控制协议,能够使系
统在大约12 s左右通过较少的触发次数达到同步,表
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明事件触发控制器具有优越的性能,能在很短的时间
内让蓝宝石加热炉达到一致的工作状态.

图 8 多智能体系统PDE部分状态5

Fig. 8 Multi-agent system PDE partial State 5

图 9 多智能体系统事件触发条件1

Fig. 9 Multi-agent system event trigger Condition 1

图 10 多智能体系统事件触发条件2

Fig. 10 Multi-agent system event trigger Condition 2

5 结结结论论论与与与展展展望望望

本文研究了基于事件触发的ODE–热方程级联系
统多智能体一致性控制协议的设计,通过控制与
PDE部分边界耦合的ODE系统的输入,使PDE部分的

热系统最终能够稳定,快速的达成一致,进一步给出
了事件触发控制的条件,通过仿真验证可以看出该同
步协议具有一定的鲁棒性. 相较于之前已有的成果来
说,本文的创新在于采用不同的(Neumann)边界条件,
控制输入和被控对象分别处于不同的系统,同步采用
边界反馈,并证明了事件触发需要满足的条件及其稳
定性,但因本文系统存在耦合项, Zeno现象的避免未
能给出严格的证明,这将在后续的工作中进行.

参参参考考考文文文献献献:
[1] TIAN Yuan. Consensus control for multi-agent systems with impul-

sive effects. Chongqing: Southwest University, 2020.
(田袁.脉冲作用下的多智能体系统一致性控制.重庆: 西南大学,
2020.)

[2] JI Lianghao, LIAO Xiaofeng. Consensus analysis of multi-agent sys-
tem with multiple time delays. Journal of Physics, 2012, 61(15): 8 –
16.
(纪良浩,廖晓峰.具有不同延时的多智能体系统一致性分析.物理
学报, 2012, 61(15): 8 – 16.)

[3] FU Q, YU P F, XU G Z, et al. Containment control for partial differ-
ential multi-agent systems. Physica A: Statistical Mechanics and its
Applications, 2019, 529: 121549.

[4] ZHOU Tuo, LIU Quanli, WANG Dong, et al. Leader-following con-
sensus for linear multi-agent systems based on integral-type event-
triggered strategy. Control and Decision, 2022, 37(5): 1258 – 1266.
(周托,刘全利,王东,等.积分事件触发策略下的线性多智能体系统
领导跟随一致性.控制与决策, 2022, 37(5): 1258 – 1266.)

[5] OLFATI-SABER R, MURRAY R. Consensus problems in networks
of agents with switching topology and time-delays. IEEE Transac-
tions on Automatic Control, 2004, 49(9): 15201533.

[6] XIE Jun, CHEN Kaixuan, YUE Dong. Distributed economic dispatch
based on consensus algorithm of multi agent system for power sys-
tem. Electric Power Automation Equipment, 2016, 36(2): 112 – 117.
(谢俊,陈凯旋,岳东.基于多智能体系统一致性算法的电力系统分
布式经济调度策略.电力自动化设备, 2016, 36(2): 112 – 117.)

[7] LI L C, FENG J S. Current situation and development trend of sap-
phire crystal growth technology in China. Journal of Synthetic Crys-
tals, 2012, 41(S1): 221 – 226.

[8] MENG X Y, MENG Z Y, CHEN T W, et al. Pulse width modulation
for multi-agent systems. Automatica, 2013, 49(7): 2125 – 2132.

[9] XI J X, WANG C, YANG X J, et al. Limited-budget output consen-
sus for descriptor multiagent systems with energy constraints. IEEE
Transactions on Cybernetics, 2020, 50(11): 4585 – 4598.

[10] OLFATI-SABER R, ALEX F, MURRAY R M. Consensus and coop-
eration in networked multi-agent systems. Proceedings of the IEEE,
2007, 95(1): 215 – 233.

[11] CHRISTOFIDES P D. Nonlinear and robust control of PDE systems:
Methods and applications to transport-reaction processes. Applied
Mechanics Reviews, 2002, 55(2): 29 – 30.

[12] WANG J, KRSTIC M. Delay-compensated control of sandwiched
ode-pde-ode hyperbolic systems for oil drilling and disaster relief.
Automatica, 2020, 120: 109131.

[13] JIN F F, GUO B Z. Performance boundary output tracking for one-
dimensional heat equation with boundary unmatched disturbance.
Automatica, 2018, 96: 1 – 10.

[14] ALAMT T M, PAQUET L. The coupled heat maxwell equations with
temperature-dependent permittivity. Journal of Mathematical Analy-
sis and Applications, 2022, 505(1): 125472.



1356 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

[15] AYADI H. Exponential stabilization of cascade ode-linearized KDV
system by boundary dirichlet actuation. European Journal of Control,
2018, 43: 33 – 38.

[16] XU Zenghe, ZHAI Yuchun, JI Zhiling. An analytical solution for cou-
pled convection-diffusion and chemical reaction in fixed-beds. The
Chinese Journal of Nonferrous Metals, 2004, 14(11): 1918 – 1925.
(徐曾和,翟玉春,纪智玲.固定床中对流扩散与反应耦合问题的一
个解析解.中国有色金属学报, 2004, 14(11): 1918 – 1925.)

[17] DIMAROGONAS D V, FRAZZOLI E, JOHANSSON K H. Dis-
tributed event-triggered control for multi-agent systems. IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 2012, 57(5): 1291 – 1297.

[18] LIU T F, JIANG Z P. Distributed control of multi-agent systems with
pulse-width-modulated controllers. Automatica, 2020, 119: 109020.

[19] LU Renwei. Consistency of nonlinear second-order multiagent with
directed topology and delay. Yangzhou: Yangzhou University, 2012.
(鲁仁伟.具有有向拓扑和时滞的非线性二阶多智能体的一致性.扬
州: 扬州大学, 2012.)

[20] SI Qin, LUO Cheng. Global attractors of operator semigroups on
topological space. Acta Analysis Functionalis Applicata, 2017, 19(4):
412 – 418.

(斯琴,罗成.拓扑空间上算子半群的全局吸引子.应用泛函分析学
报, 2017, 19(4): 412 – 418.)

[21] LIU Rui, ZHAO Huaxin, MA Qiangqiang. Generalized-semigroups
and dissipative operator. Journal of Shenyang Normal University
(Natural Science Edition), 2011, 29(3): 362 – 364.
(刘瑞,赵华新,马强强.广义C0半群与耗散算子.沈阳师范大学学
报(自然科学版), 2011, 29(3): 362 – 364.)

作者简介:
杨杨杨 辉辉辉 硕士研究生,目前研究方向为分布参数控制系统理论与

应用, E-mail: 1104660379@ qq.com;

宗宗宗西西西举举举 博士,教授,英国奥斯特大学兼职博士生导师,目前研究

方向为分布参数控制系统理论、复杂系统控制理论、控制理论在电力系

统中的应用, E-mail: cse zongxj@ujn.edu.cn;

郑郑郑泽泽泽阳阳阳 硕士研究生,目前研究方向为分布参数控制系统理论与

应用, E-mail: 2513601033@qq.com;

徐徐徐秀秀秀妮妮妮 讲师,目前研究方向为分布参数控制系统理论与应用,

E-mail: xxn0228@126.com.


