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摘要:本文考虑了边界带有非同位干扰的波动方程和常微分方程串联系统的性能输出追踪问题.边界带有非同
位干扰的波动方程可以看作常微分方程控制系统的执行动态. 通过利用轨道规划方法将非同位干扰变换到控制通
道,于是克服了非同位干扰带来的困难.与现有Backstepping方法不同,文章利用动态补偿法给出了一个新的状态反
馈控制器,使得控制器设计以及所设计的控制器本身更加简单,证明了闭环系统解的一致有界性与性能输出的指数
追踪. 数值模拟表明,所给的方法是非常有效的.
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Abstract: In this paper, the performance output tracking problem of cascade system about wave equation subject to un-
matched disturbance on the boundary and ordinary differential equation is considered. The wave equation with unmatched
disturbance on the boundary can be used as the actuator dynamics of ordinary differential equation control system. By
using trajectory planning method to transform the non-collocated disturbance to the control channel, the difficulty caused
by the non-collocated disturbance is overcome. Different from the existing backstepping method, this paper presents a new
state feedback controller by using the dynamic compensation method, which makes the design of the controller and the
controller itself are much simpler. As a result, the uniform boundedness of the solution of the closed-loop system and the
exponential tracking of the performance output are proved. The numerical simulation shows that the proposed method is
very effective.
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1 引引引言言言

近年来,受外部干扰的分布参数系统的性能输出
追踪问题已经成为了控制理论中非常重要的研究课

题之一,引起了学者们的广泛关注. 因为在很多工程
控制领域中,控制不仅要保证系统在理想的操作环境
中易于操作,而且要确保控制对不确定干扰的鲁棒性,
这些不确定性既包含来自于系统的内部干扰也包含

外部干扰. 本文主要研究执行动态带非同位干扰的有
限维系统的性能输出追踪问题.为了达到这个目的,
性能输出追踪需要解决以下两方面的问题:首先,调

节性能输出追踪上参考信号;其次,当控制系统无干
扰时,系统内部渐近稳定,并且闭环系统的解应一致
有界. 早在20世纪七八十年代,一些研究学者就已经
运用内模原理对集中参数系统的输出追踪问题做了

系统研究[1–3],并且部分结果已被推广到无穷维系统
中[4–10]. 然而,从应用角度讲,求解内模原理中相关的
调节方程组具有一定难度[10]. 在文献[11]中,为了镇
定反稳定波动方程,提出一个新的自抗扰控制法,此
方法也可用于处理输出追踪问题[12],这个估计/消除
策略已被用于热方程控制系统[13]和波动方程控制系
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统[14]的性能输出追踪问题,但其控制和输出是同位
的.
到目前为止,关于性能输出追踪问题的研究,大多

考虑的是控制器直接施加到被控对象上的情况[12–14],
对带干扰的无穷维执行动态的性能输出追踪的研究

并不多见.在实际应用中,控制器并不总是能够直接
施加在控制系统本身上,控制器和系统之间往往需要
执行动态来连接,例如文献[15–17]分别考虑了带有
Schrödinger方程、热方程和波动方程执行动态的镇定
问题.本文拟通过波动方程执行动态间接地实现有限
维被控系统的性能输出追踪. 除了需要处理执行动态
带来的困难之外,控制设计的另一个难点在于干扰与
控制是非同位的.
Ẋ(t) = AX(t) +Bwx(0, t), t > 0,

wtt(x, t) = wxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

w(0, t) = d(t), t > 0,

wx(1, t) = u(t), t > 0,

(1)

其中: X(t) ∈ Rn是被控系统的状态; A ∈ Rn×n是有

限维系统的系统矩阵;二元函数w(x, t)表示波动方程
执行动态的状态, wtt(x, t)是函数w(x, t)关于时间变

量t的二阶偏导数; wx(x, t)和wxx(x, t)分别表示函数

w(x, t)关于空间变量x的一阶偏导数和二阶偏导数.
u(t)是控制输入; d(t)是外部干扰,且与控制输入非同
位; B ∈ Rn是被控有限维系统与波动方程执行动态

之间的连接矩阵. 本文目标是: 给定参考信号yref(t),
设计控制器u(t),通过波动方程执行动态作用使有限
维系统的性能输出DX(t)追踪上参考信号yref(t),即

DX(t) → yref(t), t→ ∞, (2)

其中D ∈ R1×n,且式(2)中的收敛是指数的.
干扰d(t)和参考信号yref(t)都由如下外系统生成:

v̇(t) = Gv(t), t > 0,

d(t) = Qv(t), t > 0,

yref(t) = Fv(t), t > 0,

(3)

其中: G ∈ Rm×m, Q ∈ R1×m和F ∈ R1×m为已知矩

阵,外系统的初值v(0)未知. 在物理学和工程学中,耦
合系统经常会出现,诸如机械耦合、电磁耦合以及耦
合化学反应等[16–17]. 至于波动方程和常微分方程的
级联系统,是一种特殊的耦合系统,它具有很强的物
理背景,常微分方程代表被控对象,波动方程代表连
接被控对象和控制器之间的执行动态.

2 状状状态态态反反反馈馈馈

首先,为了处理波动方程执行动态的非同位干扰,
引入如下轨道规划:{

ϕ′′(x) = ϕ(x)G2,

ϕ(0) = Q, ϕ′(0) = P1,
(4)

其中: ϕ ∈ [0, 1]→R1×m为向量值函数, G ∈ Rm×m

为系统(3)中已知矩阵, P1 ∈ R1×m由如下式(8)决定.
通过计算,可得

ϕ(x) = Q cosh(xG) + xP1G(xG), (5)

且

G(z) =


sinh z

z
, z ̸= 0, z ∈ R,

1, z = 0.
(6)

对连续函数f : C → C, G ∈ Rm×m,矩阵f(G)的定
义可参考文献[2]. 定义变换

X1(t) = X(t)− P2v(t),

w1(x, t) = w(x, t)− ϕ(x)v(t),
(7)

选择P1 ∈ R1×m, P2 ∈ Rn×m满足{
AP2 − P2G+BP1 = 0,

DP2 − F = 0,
(8)

易知调节方程组(8)有解当且仅当

rank

(
λiIn −A −B

−D 0

)
= n+ 1, ∀λi∈σ(G), (9)

其中: In表示n阶单位矩阵, rank表示矩阵的秩, σ(G)
表示矩阵G的特征值全体.通过变换(7)–(9),系统(1)
可写为

Ẋ1(t) = AX1(t)+Bw1x(0, t),

w1tt(x, t) = w1xx(x, t),

w1(0, t) = 0,

w1x(1, t)=u(t)−(QGsinhG+P1coshG)v(t),
− kw1t(1, t) + U(t),

ye(t) = Fv(t)−DX(t) , −DX1(t),

(10)

w1(x, t)由系统状态w(x, t)经过可逆的轨道规划变换

(7)得到,表示变换后新的系统状态, w1t(x, t)表示变

换后系统状态w1关于时间变量t的一阶偏导数, U(t)

表示变换后系统的控制,其中k > 0, k ̸= 1. 至此,由
系统(10)可容易看出,如果有限维系统稳定,则性能输
出追踪的目标得以实现,这就是所采取的轨道规划设
计起到的关键作用. 与通常的Backstepping变换不同,
本文将采用执行动态补偿法[18]补偿变换后波动方程

所描述的执行动态,使控制器通过波动方程去镇定有
限维系统,从而达到目标.

接下来,将系统(10)化为抽象形式. 考虑系统(10)
状态空间为H=Rn×H,其中H=H1

L(0, 1)×L2(0, 1),
H1

L(0, 1)={f∈H1(0, 1)|f(0)=0}. H中内积定义为

⟨(p1, f1, g1), (p2, f2, g2)⟩H =

⟨p1, p2⟩Rn+
w 1

0
f ′
1(x)f

′
2(x)dx+

w 1

0
g1(x)g2(x)dx,

(11)
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∀ (pi, fi, gi) ∈ H, i = 1, 2.

定义算子C : H → R为

C(f, g) = f ′(0), ∀ (f, g) ∈ H. (12)

定义算子A : D(A)(⊂ H) → H为
A(f, g) = (g, f ′′), ∀ (f, g) ∈ D(A),

D(A) = {(f, g)∈(H2(0, 1)∩H1
L(0, 1))×

H1
L(0, 1)| f ′(1) = −kg(1)},

(13)

则算子A在H1
L(0, 1)× L2(0, 1)上生成指数稳定C0−

半群. 事实上,令A(f, g) = λ(f, g) ̸= 0,则有{
f ′′ − λ2f = 0,

f(0) = 0, f ′(1) = −kλf(1),

可得特征值为λ =
1

2
ln |1− k

1 + k
|+ nkπi,其中

nk =

{
n− 1/2, 0 < k < 1, n ∈ Z,

n, k > 1,

而k > 0, k ̸= 1,故Reλ < 0. 进一步,直接计算可得
A的共轭算子A∗ : D(A∗)(⊂ H) → H为

A∗(p, q) = −(q, p′′), ∀ (p, q) ∈ D(A∗),

D(A∗) = {(p, q) ∈ H2(0, 1)×H1(0, 1)

q(0) = 0, p′(1) = kq(1)}.
(14)

由上述定义的算子(12)–(14),系统(10)写为如下
抽象形式:

Ẋ1(t) = AX1(t) +BC(w1(x, t), w1t(x, t)),

d

dt
(w1(·, t), w1t(·, t)) =

A(w1(·, t), w1t(·, t)) + BU(t),

(15)

其中: B = (0, δ(· − 1)), δ(·)是Dirac分布.

引引引理理理 1 设算子A和C分别由式(13)和式(12)定
义, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn,则Sylvestor算子方程

AS − SA = BC, S ∈ L(H,Rn) (16)

可解.

证证证 假设Sylvestor算子方程(16)的解为如下形式:

S(f, g) =
⟨f ′, φ′

1⟩L2(0,1)

⟨f ′, φ′
2⟩L2(0,1)

...
⟨f ′, φ′

n⟩L2(0,1)

+


⟨g, ψ1⟩L2(0,1)

⟨g, ψ2⟩L2(0,1)

...
⟨g, ψn⟩L2(0,1)

 ,

⟨f ′, φ′⟩L2(0,1) + ⟨g, ψ⟩L2(0,1), (17)

而φ = [φ1 φ2 · · · φn]
T, ψ = [ψ1 ψ2 · · · ψn]

T,

φi∈H1
L(0, 1), ψi∈L2(0, 1), i = 1,· · · ,n.把式(17)代

入式(16),得如下关于变量φ和ψ的向量值常微分方程:{
Aφ+ ψ = 0, ψ(0) = B, φ′(1) = 0,

Aψ + φ′′ = 0,
(18)

从而 {
ψ′′ −A2ψ = 0,

ψ(0) = B, ψ′(1) = 0,
(19)

直接计算,可得

ψ(x)=cosh(Ax)B − sinh(Ax) tanhAB, (20)

进而 {
φ′′ −A2φ = 0,

φ′(1) = 0, Aφ(0) = −B,
通过计算,得

φ′(x)=− sinh(Ax)B + cosh(Ax) tanhAB, (21)

故Sylvestor算子方程(16)可解. 证毕.

为了补偿执行动态,需设计控制器,使控制器通过
执行动态作用,而去镇定受控系统.下将稳定系统(A,

SB). 由于B = (0, δ(· − 1)),结合式(17)可得

SBq = q(coshAB − sinhA tanhAB),

∀ q ∈ R. (22)

若系统(A,B)可控,由极点配置定理,存在K ∈ L
(R,R1×n)使A+BK是Hurwitz阵,由于矩阵coshA−
sinhA tanhA可逆,故

A+ (coshA− sinhA tanhA)BK ·
(coshA− sinhA tanhA)−1 (23)

也是Hurwitz阵.

最后,设计系统(10)的控制器如下:

U(t) = K1X1(t) +K1S(w1, w1t) =

K1(⟨w1x, φ
′⟩L2(0,1) + ⟨w1t, ψ⟩L2(0,1)) +

K1X1(t), (24)

其中K1 = K(coshA− sinhA tanhA)−1. 现由式
(1)(3)(5)(7)(10)和(24)可得到如下闭环系统:

Ẋ(t) = AX(t) +Bwx(0, t),

wtt(x, t) = wxx(x, t),

w(0, t) = Qv(t),

wx(1, t) =

− kwt(1, t) + kϕ(1)Gv(t)+

ϕ
′
(1)v(t) +K1(X(t)− P2v(t))+

K1(⟨wx(x, t)− ϕ
′
(x)v(t), φ

′
(x)⟩L2(0,1)+

⟨wt(x, t)− ϕ(x)Gv(t), ψ(x)⟩L2(0,1)),

v̇(t) = Gv(t),

ye(t) = Fv(t)−DX(t),

(25)
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其中k > 0, k ̸= 1, K ∈ L(R,R1×n)使得A+BK

是Hurwitz阵,

K1 = K(coshA− sinhA tanhA)−1,

AP2 − P2G+BP1 = 0,

DP2 − F = 0,

ϕ(x) = Q cosh(xG) + xP1G(xG),
ψ(x) = cosh(Ax)B − sinh(Ax) tanhAB,

φ′(x) = − sinh(Ax)B + cosh(Ax) tanhAB,

(26)

G由式(6)给出.

3 闭闭闭环环环系系系统统统的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

为了证明闭环系统(25)的指数稳定性,先引入一
个引理,令

Ẋ1(t) = AX1(t) +Bw1x(0, t),

w1tt(x, t) = w1xx(x, t),

w1(0, t) = 0,

w1x(1, t) =

⟨w1t(x, t), ψ(x, t)⟩L2(0,1))− kw1t(1, t)+

K1(⟨w1x(x, t), φ
′
(x, t)⟩L2(0,1) +K1X1(t),

(27)

其中φ和ψ分别由式(21)和式(20)给出.

引引引理理理 2 令k > 0, k ̸= 1. K ∈ L(R,R1×n)使得

A + BK为Hurwitz阵, K1 = K(coshA − sinhA

tanhA)−1. φ′(x, t)和ψ(x, t)分别由式(21)和式(20)
给出.对任意初值(X1(0), w1(·, 0), w1t(·, 0)) ∈ H ,系
统(27)存在唯一解(X1(t), w1(·, t), w1t(·, t)) ∈ C([0,

∞);H)且∥(X1(t), w1(·, t), w1t(·, t))∥H指数收敛于
零.

证证证 借助式(10)、式(12)–(15)和式(24),系统(27)
写为如下抽象形式

d

dt
(X1(t) (w1(·, t), w1t(·, t)))T =

A(X1(t) (w1(·, t), w1t(·, t)))T, (28)

其中算子A : D(A) ⊂ H → H定义为
A =

(
A BC

BK1 A+ BK1S

)
,

D(A) = Rn ×D(A).

(29)

引入变换

S(p (f, g))T = (p+ S(f, g) (f, g))T,

∀ (p, f, g) ∈ H, (30)

其中S ∈ L(H,Rn)是Sylvestor算子方程(16)的解. 简
单计算可知S ∈ L(H)可逆,且逆为

S−1(p (f, g))T = (p− S(f, g) (f, g))T,

∀ (p, f, g) ∈ H. (31)

进而可得

SAS−1 = AS, D(AS) = SD(A), (32)

且

AS =

(
A+ SBK1 0

BK1 A

)
. (33)

由式(22)–(23)得A+ SBK1是Hurwitz阵,又由式(13)
可知A在H上生成指数稳定C0–半群,故AS在Rn×
H上生成指数稳定C0–半群. 由相似性式(32), A在Rn

×H上生成指数稳定C0–半群. 证毕.

定定定理理理 1 假设系统(A,B)可控,则对任意初值
(X(0), w(·, 0), wt(·, 0)) ∈ H ,闭环系统(25)存在唯
一解

(X,w,wt) ∈ C([0,∞);H), (34)

且满足

|ye(t)| 6 Le−ωt, ∀ t > 0, (35)

其中L > 0, ω > 0均为常数. 此外,

i)如果 sup
t∈[0,∞)

∥v(t)∥ < +∞,则闭环系统(25)的

解一致有界,即

sup
t∈[0,∞)

∥(X(t), w(·, t), wt(·, t))∥ < +∞. (36)

ii)如果v(t) ≡ 0,则存在常数L1 > 0, ω1 > 0,使
得

sup
t∈[0,∞)

∥(X(t), w(·, t), wt(·, t))∥ 6 L1e
−ω1t. (37)

证证证 借助于闭环系统(25)–(26)的初值定义系统
(27)的初值如下

X1(0) = X(0)− P2v(0),

w1(·, 0) = w(·, 0)− ϕ(·)v(0),
w1t(·, 0) = wt(·, 0)− ϕ(·)Gv(0),

(38)

其中ϕ(x), P2分别由式(5)和式(8)给出.由引理2可知,
系统(27)带着初值(38)存在唯一解(X1, w1, w1t) ∈
C([0,∞);H)且在H中指数衰减于零. 由变换式(7)
推得其逆变换为{

X(t) = X1(t) + P2v(t),

w(x, t) = w1(x, t) + ϕ(x)v(t),
(39)

因此由式(39)得到的解满足闭环系统(25)和(34). 式
(35)的收敛性由式(10)和引理2得到. 当 sup

t∈[0,∞)

∥v(t)∥

< +∞时,闭环系统解的一致有界性(36)由引理2和式
(39)得到. 当v(t) ≡ 0时,闭环系统解的指数收敛性式
(37)可由引理2和式(39)直接得到. 证毕.

4 数数数值值值模模模拟拟拟

为了更加直观地说明理论结果,将对闭环系统(25)
进行数值模拟. 本文采用有限差分方法离散该闭环系
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统,时间、空间离散步长均取为0.01. 系统的调节参数
和初值选为

A = 0.01, B = 0.02, K = −46, k = 1.2,

D = 18, Q = [11 9], F = [0.6 6],

X(0) = 0, v(0) = [0.01 0.005]T,

w(x, 0) = 1− cos(2πx), wt(x, 0) = 0.

闭环系统(25)的仿真结果见图. 图1–2分别表示在
非同位干扰时与无干扰时闭环系统的状态和性能输

出指数追踪. 从仿真结果可看出,控制器的设计有效.
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图 1 闭环系统(25)在非同位干扰时的数值模拟
Fig. 1 Numerical simulation of closed-loop system (25)

under the non-collocated disturbance
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图 2 闭环系统(25)在无干扰时的数值模拟

Fig. 2 Numerical simulation of closed-loop system (25)

without the disturbance

5 总总总结结结

本文考虑了边界带有非同位干扰的波动方程和常

微分方程级联系统的性能输出追踪问题.带有非同位
干扰的波动方程看作被控有限维系统的执行动态. 干
扰通过轨道规划设计变换到控制通道. 与通常的
Backstepping变换不同,本文利用的动态补偿方法,计
算量小,控制设计更为直观,从而能解决更复杂的动
态补偿问题.文章给出了新的状态反馈控制器,还证
明了闭环系统解的一致有界性与性能输出的指数追

踪. 数值模拟表明,所给出的方法非常有效.
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