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自自自适适适应应应比比比例例例–积积积分分分H2滑滑滑模模模观观观测测测器器器设设设计计计
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摘要:传统的龙伯格观测器的观测精度极易受到未知外部扰动的影响.为了解决这个问题,本文设计了一种基于
径向基神经网络的自适应比例–积分H2滑模观测器,实现了参数不确定性和外部扰动下非线性系统的鲁棒确切估
计.首先,利用径向基神经网络自适应逼近系统模型的复杂非线性项;其次,设计基于误差的线性滑模面,将比例–积
分滑模项注入观测器中,使得滑模动态在有限时间内收敛于滑模面,实现对外部扰动和系统模型非线性的完全补
偿;最后,基于H2次优控制和区域极点配置,提出观测器参数自整定方法. 通过对单连杆机器人的仿真结果表明,该
方法能够保证非线性系统具有较好的鲁棒性和自适应性.
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Abstract: The observation accuracy of traditional Luenberger observer is easily affected by unknown external distur-
bance. To solve this problem, an adaptive proportional-integral H2 sliding mode observer is designed in this paper, which
achieves robust exact estimation of nonlinear systems with parameter uncertainties and external disturbances. Firstly, the
radial basis function neural network is used to approach the complex nonlinear terms of the system model. Secondly, a
linear sliding mode surface based on error is designed, and the proportional integral sliding mode term is injected into the
observer, so that the sliding mode dynamic converges to the sliding mode surface in finite time, and the nonlinear compen-
sation of external disturbance and system model is realized completely. Finally, an observer parameter self-tuning method
is proposed based on the H2 suboptimal control and regional pole assignment. The simulation results of a single-link robot
verify the proposed method can ensure the robustness and adaptability of the nonlinear system.
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1 引引引言言言

针对确定系统,基于状态空间模型的龙伯格观测
器能有效估计被控对象的实际状态. 文献[1–2]提出
了龙伯格观测器的构建方法,基于当前输出的静态反
馈实时矫正,实现了系统状态估计.但是,龙伯格观测
器对未知外部扰动的灵敏度高. 实际工程中参数不确
定性和外界干扰会降低龙伯格观测器的观测精度.为
了提高不确定性下系统的估计精度,国内外研究学者

提出了自适应控制.基于自适应算法学习系统模型的
不确定项,是处理参数不确定性和扰动的有效方法[3].
径向基神经网络(radial basis function neural network,
RBFNN)因其对任意复杂非线性函数的自适应学习能
力而被广泛应用于自适应控制系统中[4]. 将神经网络
和自适应控制技术结合,具有容错性好、抗干扰能力
强和自学习能力强等优点. 文献[5]针对一类具有未建
模动态非线性非严格反馈结构的系统,提出了基于
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RBFNN的自适应控制方法. 文献[6]针对机器人轨迹
跟踪控制中由于模型参数不确定以及外部扰动引起

的系统不稳定问题,提出了基于神经网络的机器人自
适应控制策略,抑制了不确定性因素对控制系统造成
的影响.
作为非线性鲁棒控制方法的重要分支,滑模观测

因其对扰动和参数不确定性的强鲁棒性,以及对未知
输入的估计能力而被广泛应用于状态重构与估计领

域.文献[7–8]利用一阶滑模观测器对传感器和执行器
故障进行重构,该设计方法具有快速响应、物理实现
简单等优点,但在实际应用中,因需要通过较大的切
换增益来消除外部干扰和不确定项,导致滑模观测器
具有严重的抖振问题.此外,抖振的存在极易降低系
统的稳定性,还会严重影响滑模观测器的估计精度.
为了有效抑制抖振,国内外研究学者提出了许多

不同的解决方法,如饱和函数法、设计边界层法和动
态滑模法等. 文献[9]针对滑模控制的非线性部分提出
了饱和函数法,将滑模控制中的切换函数替换成饱和
函数. 在边界层外采用正常的滑模控制形式,在边界
层内采用线性化反馈控制.文献[10]提出了高阶滑模
控制器设计方法,针对控制系统不连续导致抖振的问
题,对系统方程进行多次微分,采用连续控制律取代
传统的基于符号函数的一阶滑模控制律.上述方法均
能有效削弱抖振,但难以兼顾系统的稳态性能.
为了在削弱抖振的同时保证观测器的稳态性能,

国内外研究学者设计了比例–积分观测器(proportion-
al integral observer, PIO),将积分器引入观测器结构
中以降低稳态误差[11]. PIO能够对系统外部干扰和不
确定项进行估计和补偿,降低系统抖振影响的同时保
证了系统的稳态性能[12–14]. 文献[15]提出了结合滑模
控制与比例–积分控制的模糊逻辑控制器. 将各子系
统之间的耦合、未建模动态和外界扰动视为系统的不

确定性,进行分散鲁棒自适应控制.文献[16]提出了基
于最小阶扰动估计的比例–积分滑模控制.减小稳态
误差的同时提高了系统抗扰性并削弱了抖振.
不同于现有的研究工作,本文利用神经网络的非

线性自适应逼近能力,将RBFNN嵌入比例–积分滑模
观测器中,设计自适应比例–积分H2滑模观测器. 因
此,本文所设计滑模切换增益可以根据扰动和不确定
参数特点自适应调节,减小了自适应神经网络和模型
不确定性之间的逼近误差. 利用基于径向基神经网络
的权值自适应律,使得滑模动态在有限时间内收敛于
滑模面,实现了参数不确定性和外部扰动下非线性系
统的鲁棒确切估计.
与现有部分研究成果相比,本文的主要贡献在于:
1) 将RBFNN技术引入比例–积分滑模观测器中,

同时利用了神经网络对不确定参数的逼近能力和积

分器对干扰的补偿能力;
2) 利用比例–积分滑模控制结构,削弱了抖振对

滑模观测器稳态估计性能影响,保证了观测器对系统
内部不确定性项和外部扰动的鲁棒性;

3) 给出了基于H2次优控制和区域极点配置的滑

模观测器参数自整定方法,基于线性二次型 (linear
quadratic, LQ)性能函数对跟踪误差收敛速度进行定
量调节.

2 系系系统统统描描描述述述与与与引引引理理理

考虑以下非线性系统:
ż(t) =Acz(t) + ϕ0(y(t), u(t)) +Nd(t)+

Φ(y(t), u(t))θ(t),

y(t) =Ccz(t) +Hd(t),

(1)

其中: z(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rν , y ∈ R分别是系统状态、
控制输入和系统输出; Φ(y(t), u(t))是关于系统输出
和控制输入的非线性函数矩阵; ϕ0(y(t), 0) = 0;
θ(t) = [θ1(t) · · · θn(t)]T是可微时变的未知不确定
参数向量, 0 6 i 6 n; d(t) = [d1(t) · · · dm(t)]T是
未知外部扰动, 0 6 j 6 m; N和H是已知的具有适当

维数的系数矩阵; Ac =

[
0 In−1

0 01×(n−1)

]
n×n

, Cc = [1

· · · 0]1×n.
系统 (1)包含两部分不确定性,分别为不确定参

数 θ(t)和外部扰动 d(t). 定义F (z(t)) , Φ(y(t),

u(t))θ(t),将系统(1)改写为
ż(t) =Acz(t) + ϕ0(y(t), u(t)) +Nd(t)+

F (z(t)),

y(t) =Ccz(t) +Hd(t),

(2)

为了便于自适应比例–积分H2滑模观测器设计与分

析,本文给出了以下相关假设与引理.
假假假设设设1 不确定非线性系统(2)中的外界干扰输

入d(t) = [d1(t) · · · dm(t)]T有界,且满足ḋ(t) = 0.
存在正常数Ddj

,使得|dj(t)| 6 Ddj
, 0 6 j 6 m.

下述RBFNN的逼近引理,将在论文推导中使用.
引引引理理理1[17] 作为一种线性参数化神经网络,径向

基函数神经网络能以任意精度逼近紧致集上的任意

连续实函数F (z), z(t) ∈ Rn,具体表示为

F (z) = Ψ(z)θ∗F + ϵ(z), (3)

其中: Ψ(z)是n× n的基函数矩阵; n为神经元节点个
数; θ∗F为最优权值向量; ϵ(z) = [ϵ1(z) · · · ϵn(z)]T
为逼近误差; |ϵi(z)| 6 Dϵi , i = 1, · · · , n, Dϵi为已知

的逼近误差上界.
RBFNN最优权值向量θ∗F可表示为

θ∗F = arg min
θF∈Ωθ

sup
z∈Rn

∥F (z)− Ψ(z)θF∥ , (4)

其中: Ωθ是θF的有效估计域; Rn是系统状态的可行

域; sup表示∥F (z)− Ψ(z)θF∥的最小上界; arg min表
示使得sup ∥F (z)− Ψ(z)θF∥达到最小值时θF的值.
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注注注 1 基于一个全局的、参数无关的、状态空间的微分

同胚z(t) = T (x(t)), T (x0) = 0[18],可使得本文所设计的基
于径向基神经网络的自适应比例–积分H2滑模观测器适用于

以下非线性系统:
ẋ(t) =f(x(t)) + q0(x(t), u(t)) +Nd(t)+

Q(x(t), u(t))θ(t),

y(t) =h(x(t)) +Hd(t),

(5)

其中: x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rν , y ∈ R分别是系统状态、控制输
入和系统输出; qi(x(t), u(t))是已知的关于系统状态和控制

输入的平滑函数: q0(x(t), 0) = 0, Rn × Rν →Rn, 0 6 i 6
n. f(x (t))和h(x (t))是系统已知的平滑函数: h(x0) = 0. 已

知Q(x(t), u(t)) = diag{q1(x(t), u(t)), · · · , qn(x(t), u(t))}.

θ(t) = [θ1(t) · · · θn(t)]
T是可微时变的未知不确定参数向

量, 0 6 i 6 n. d(t) = [d1(t) · · · dm(t)]T是未知扰动, 0 6
j 6 m. N和H是系统已知的具有适当维数的系数矩阵.

3 基基基于于于径径径向向向基基基神神神经经经网网网络络络的的的自自自适适适应应应比比比例例例–积积积
分分分H2滑滑滑模模模观观观测测测器器器

3.1 径径径向向向基基基神神神经经经网网网络络络设设设计计计

针对系统的不确定动态F (z),根据引理1中的最
优近似,能够采用RBFNN的一般形式F̂k(z, θFk

)自适

应逼近F (z), k = 1, · · · , n. RBFNN是一种含输入
层、单隐含层和输出层的三层前馈网络. 具有结构简
单、训练过程快速的特点[19],其结构如图1所示.

1

2

1

2

θ

图1径向基神经网络

Fig. 1 Radial basis function neural network

图1中wk
ij为神经网络F̂k(z, θFk

)的初始权重参数,
mk

i为偏置参数, l为神经网络隐含层神经元个数,
θF ∈ Rn为神经网络的自适应参数向量, θF = [θF1

θF2
· · · θFn

]T. 基于李雅普诺夫定理设计神经网络
自适应律,根据状态误差在线修正网络权值参数,不
断逼近最佳输出.

RBFNN输入层到隐含层的变换是非线性的,变换
函数是径向基函数. 它是一种局部逼近、非负非线性、
对中心点径向对称衰减的函数,具有形式简单且解析
性好的优点 [20]. 与反向传播 (back propagation, BP)神
经网络全局逼近的待寻优参数多且收敛速度慢相比,
RBFNN局部逼近的特点使网络学习速度更快[21].

RBFNN隐含层到输出层变换是线性的,网络的输
出F̂ (z, θF )是由各个隐含层节点输出的线性加权和,
可以描述如下:

F̂ (z, θF ) =


ςT1 (z)θF1

...
ςTn (z)θFn

 = Ψ(z)θF , (6)

其中Ψ(z)=diag {ςT1 (z) · · · ςTn (z)}.

径向基函数向量ςi(z)的具体形式为

ςk(z) =


H1(

n∑
j=1

wk
1jzj +mk

1)

...

Hl(
n∑

j=1

wk
ljzj +mk

l )

 , (7)

其中H(·)为隐含层激励函数.

为使得F̂ (z, θF )尽可能地逼近F (z),根据多层神
经网络近似定理,激励函数H(·)需有界、连续单调递
增且满足以下条件[22]:

1) |H(x) − H(y)| < LH |x − y|, ∀x, y ∈ R,
且H(·)满足全局Lipschitz,其中LH为Lipschitz常数;

2) 存在常数C > 0,使得|H(·)| 6 C, ∀· ∈ R.

根据上述条件,选择激励函数H(·)为

H(z) = sin(
2√
3
σ(z)) + 1, (8)

其中σ(z) =
n∑

j=1

wk
ljzj +mk

l .

根据式(6)–(8),该神经网络的单输出F̂k(z, θFk
)可

表示如下:

F̂k(z, θFk
)=

l∑
i=1

θFki
H(

n∑
j=1

wk
ijzj+m

k
i )= ς

T
k (z)θFk

,

(9)

其中 θFk
= [θFk1

· · · θFkl
]
T, k = 1, 2, · · · , n.

注注注 2 Φ(y(t), u(t))是关于系统输出和控制输入的非线

性函数矩阵,可以利用RBFNN对非线性函数的拟合能力进行

有效逼近.建立基于状态误差和扰动的RBFNN自适应律,能

够实现在线修正网络权值参数逼近θ(t). 因此,采用RBF-

NN逼近F (z(t)) = Φ(y(t), u(t))θ(t),可以同时解决系统中较

多的非线性项,实现RBFNN权值收敛到最优值以及未知非线

性系统动态的局部准确逼近.

注注注 3 选择式 (8)作为激励函数的原因在于: Sinusoid

(简单正弦函数)激励函数为神经网络引入了周期性,且计算

简单,在正向传播和反向传播中不包含幂运算[23]. 同时Sinu-

soid激励函数的输出是关于原点对称的,保证了梯度下降的

运作[24].

3.2 自自自适适适应应应比比比例例例–积积积分分分H2滑滑滑模模模观观观测测测器器器设设设计计计

系统状态和未知输入可以使用以下自适应比例–
积分H2滑模观测器来估计:

˙̂z(t) = Acẑ(t) + ϕ0(y(t), u(t)) +Nd̂(t) +

F̂ (z(t), θF (t))− τs(t) +
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L1(y(t)− ŷ(t)), (10)
˙̂
d(t) = L2(y(t)− ŷ(t)), (11)

ŷ(t) = Ccẑ(t) +Hd̂(t), (12)

其中: τs(t)为待设计的滑模控制律, L1为观测器的比

例增益, L2为观测器的积分增益.

上述自适应比例–积分H2滑模观测器形式可以改

写为[
˙̂z(t)
˙̂
d(t)

]
=

[
Ac N

0 0

][
ẑ(t)

d̂(t)

]
+

[
L1

L2

]
(y(t)− ŷ(t))+[

ψ0(y(t), u(t)) + F̂ (z, θF )− τs(t)

0

]
.

(13)

定义状态误差z̃ , z − ẑ,扰动误差d̃ , d− d̂,式
(2)减式(13),可得系统误差方程[

˙̃z(t)
˙̃
d(t)

]
=

[
Ac − L1Cc N − L1H

−L2Cc − L2H

][
z̃(t)

d̃(t)

]
+[

F (z)− F̂ (z, θF ) + τs(t)

0

]
, (14)

将式(3)–(5)代入式(14),有[
˙̃z(t)
˙̃
d(t)

]
=

[
Ac − L1Cc N − L1H

−L2Cc − L2H

][
z̃(t)

d̃(t)

]
+[

Ψ(z)θ∗F−Ψ(z)θF+ϵ(z) + τs(t)

0

]
, (15)

定义A , Ac −L1Cc,Ae ,
[

A N − L1H

−L2Cc − L2H

]
以

及θ̃F , θ∗F − θF ,式(15)可写为[
˙̃z(t)
˙̃
d(t)

]
= Ae

[
z̃(t)

d̃(t)

]
+

[
Ψ(z)θ̃F + ϵ(z) + τs(t)

0

]
.

(16)

3.3 滑滑滑模模模控控控制制制律律律及及及自自自适适适应应应律律律设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析

设误差系统(16)的李雅普诺夫函数为

V (t) =[ z̃T(t) d̃(t)T ]Pe

[
z̃(t)

d̃(t)

]
+

1

γ
θ̃F (t)

Tθ̃F (t),

(17)

其中: γ是自适应增益常数; Pe =

[
P 0

0 P1
−1

]
,对称正

定矩阵P ∈Rn×n和P1∈Rm×m. 当V (t)=0时, z̃(t)→
0, θ̃F (t) → 0, d̃(t) → 0.

将式(17)化简为

V (t) = z̃T(t)P z̃(t) +
1

γ
θ̃F (t)

Tθ̃F (t) +

d̃(t)TP−1
1 d̃(t), (18)

根据李雅普诺夫稳定理论,下述定理给出了系统(13)

的自适应比例–积分H2滑模观测器稳定性条件.

定定定理理理 1 在自适应律θ̇F (t) = γΨTP z̃(t)和滑模

控制律τs(t) = −Dϵsgn(s(t))的作用下,若存在对称
正定矩阵P ∈ Rn×n和P1 ∈ Rm×m满足

∆0 < 0, (19)

其中:

∆0 =

[
Γ0 PN −MH − CT

c W
T

∗ −WH −HTWT

]
,

M = PL1, W = P−1
1 L2,

Γ0 = AT
c P + PAc − CT

c M
T −MCc,

则系统(14)的误差可在有限的时间内收敛到0. 基于
此,比例增益L1和积分增益L2可分别通过L1=P

−1M

和L2 = P1W计算得到.

证 对式(18)求导可得

V̇ (t) = ˙̃zTP z̃ + z̃TP ˙̃z +
1

γ
˙̃
θTF θ̃F +

1

γ
θ̃TF

˙̃
θF +

˙̃
dTP−1

1 d̃+ d̃TP−1
1

˙̃
d =

z̃T(ATP + PA)z̃ + (ϵ+ τs)
TP z̃ +

d̃T(N − L1H)TP z̃ + z̃TP (ϵ+ τs) +

z̃TP (N − L1H)d̃+ (Ψθ̃F )
TP z̃ +

z̃TP (Ψθ̃F ) +
1

γ
˙̃
θTF θ̃F +

1

γ
θ̃TF

˙̃
θF −

z̃TCT
c L

T
2 P

−1
1 d̃− d̃TP−1

1 L2Ccz̃ −
d̃THTLT

2 P
−1
1 d̃− d̃TP−1

1 L2Hd̃, (20)

为保证系统稳定,设计神经网络权值自适应律为

θ̇F (t) = γΨTP z̃(t), (21)

于是则有
˙̃
θF (t) = −γΨTP z̃(t). (22)

将式(22)代入式(20)中的参数误差项可得
1

γ
˙̃
θTF θ̃F +

1

γ
θ̃TF

˙̃
θF + (Ψθ̃F )

TP z̃ + z̃TP (Ψθ̃F ) =

1

γ
(−γΨTP z̃)Tθ̃F +

1

γ
θ̃TF (−γΨTP z̃)+

(Ψθ̃F )
TP z̃ + z̃TP (Ψθ̃F ) = 0,

因此,式(20)可化简为

V̇ (t) = z̃T(ATP + PA)z̃ + (ϵ+ τs)
TP z̃ +

d̃T(N − L1H)TP z̃ + z̃TP (ϵ+ τs) +

z̃TP (N − L1H)d̃− z̃TCT
c L

T
2 P

−1
1 d̃−

d̃TP−1
1 L2Ccz̃ − d̃THTLT

2 P
−1
1 d̃−

d̃TP−1
1 L2Hd̃, (23)

设定滑模控制律为

τs(t) = −Dϵsgn(s(t)), (24)
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其中: sgn(s(t)) = [sgn(s1(t)) · · · sgn(sn(t))]
T ,

i = 1, · · · , n; Dϵ = diag {Dϵ1 , · · · , Dϵn}.

设计基于误差的线性滑模面

si(t) = BiP z̃(t), (25)

其中Bi为第i个元素为1,其余元素为零的行向量.

将Bi代入式(25)可得

si(t) = Pi1z̃1(t) + · · ·+ Pinz̃n(t), i = 1, · · · , n,

式(23)中的(ϵ(z(t)) + τs(t))
TP z̃(t)可展开为

(ϵ(z(t)) + τs(t))
TP z̃(t) =

ϵ1 + τs1
...

ϵn + τsn


T 

P11 · · · P1n

...
...

Pn1 · · · Pnn



z̃1
...
z̃n

 =


(ϵ1 + τs1)P11+· · ·+(ϵn + τsn)Pn1

...
(ϵ1 + τs1)P1n+· · ·+(ϵn + τsn)Pnn


T 

z̃1
...
z̃n

+
· · ·+ (ϵ1 + τs1)P1nz̃n + · · ·+ (ϵn + τs1)Pnnz̃n=

(ϵ1 + τs1)s1 + (ϵ1 + τs1)s1 + · · ·+ (ϵn + τsn)sn,

根据式(24)和|ϵi(z(t))| 6 Dϵi可得: 当si(t) > 0时,
τsi(t) = −Dϵi ,即ϵi(z(t)) + τsi(t) 6 0;当si 6 0时,
τsi(t) = Dϵi ,即ϵi(z(t)) + τsi(t) > 0. 由此可推导出
si(t)和ϵi + τsi(t)始终异号,则有

(ϵ(z(t)) + τs(t))
TP z̃(t) 6 0, (26)

同理可证, z̃(t)TP (ϵ(z(t)) + τs(t)) 6 0,则有

(ϵ(z(t))+τs(t))
TP z̃+z̃(t)TP (ϵ+τs(t))60, (27)

通过式(27)可得

V̇ (t)6 z̃T(ATP + PA)z̃ + d̃T(N − L1H)TP z̃ +

z̃TP (N − L1H)d̃− z̃TCT
c L

T
2 P

−1
1 d̃−

d̃TP−1
1 L2Ccz̃ − d̃THTLT

2 P
−1
1 d̃−

d̃TP−1
1 L2Hd̃, (28)

定义η(t) , [z̃(t); w̃(t)],则V̇ (t) 6 0等价于

η(t)T(t)∆0η(t) 6 0, (29)

其中

∆0 =

[
ATP+PA PN−PL1H−CT

c L2
TP−1

1

∗ −P−1
1 L2H−HTLT

2 P
−1
1

]
.

将A = Ac − L1Cc, PL1 = M , P−1
1 L2 = W代

入式(29),则V̇ (t) 6 0等价于

∆0 < 0, (30)

其中∆0的具体形式见式(19). 证毕.

注注注 4 为解决预先设定的最优权值向量θ∗F所引起的约

束问题,更新自适应律如下:

1)定义Ω0 , {θF : θTF θF 6 κ}和Ωθ , {θF : θTF θF 6

κ+ δ},其中: κ > 0, δ > 0, Ωθ ⊂ Ω是包含Ω0的n阶凸子集.

更新式(21)中的自适应律为

θ̇F = γΨTP z̃ − U(θF ), (31)

其中若θF能满足θ
T
F θF 6 κ或 [θTF θF > κ, θTFΨ

TP z̃ 6 0],则

U(θF ) = 0,否则, U(θF ) = γ
(θTF θF − κ)θTFΨ

TP z̃

δθTF θF
θF .

2) 当 [θTF θF > κ, θTFΨ
TP z̃ 6 0]或 θTF θF 6 κ时, θ̇F =

γΨTP z̃, z̃(t) → 0,则 θ̇F → 0, θF有界.

当 [θTF θF > κ, 且 θTFΨ
TP z̃ > 0]时, θ̇F = γΨTP z̃ −

U(θF ), γ
(θTF θF − κ)θTFΨ

TP z̃

δθTF θF
> 0,且z̃(t) → 0, θF有界.

综合自适应律1), 2)可知,若θF (0) ∈ Ω0,则有θF ∈ Ωθ .

注注注 5 滑模动态的有限时间收敛证明如下:

选取李雅普诺夫函数为V1(t) =
1

2
sT(t)s(t),对V1(t)进

行求导计算,即

V̇1(t) = sT(t)ṡ(t) =

sT(t)BP [Az̃(t) + (N − L1H)d̃(t) + ψ(z)θ̃F +

ϵ(z) + τs(t)] 6
∥sT(t)∥ ∥BPA∥ ∥z̃(t)∥+ ∥sT(t)∥ ∥BPN∥∥d̃(t)∥ −

∥sT(t)∥ ∥BPL1H∥ ∥d̃(t)∥+ ∥sT(t)∥ ∥BP∥ ×

∥ψ(z)θ̃F ∥∥sT(t)∥ ∥BP∥ ∥ϵ(z)∥+ sT(t)BPτs(t) 6
−Dϵ∥sT(t)∥,

由于V1(t)是关于时间t的函数,上述不等式两边同时对时间t

进行积分可得: 存在T0 =

√
2V (0)

Dϵ
,使得V (t) = 0,对于所

有的时间t > T0,均有s(t) = 0,因此闭环系统可以在有限时

间T内到达滑模面.

4 参参参数数数自自自整整整定定定方方方法法法

4.1 H2次次次优优优控控控制制制

线性矩阵不等式方法 (linear matrix inequality, L-

MI)是鲁棒控制分析与设计的重要部分,标准的LMI

问题也称为广义特征值问题 (generalized eigenvalue

problem, GEVP),可以利用内点算法等凸优化技术进

行有效地求解.

针对误差系统(16),与估计误差和控制操作相关

的LQ性能指标可表述为

J2 =
w tf

0
z̃TQ2z̃dt, (32)

其中Q2 ∈ Rn×n为正定矩阵.

J2 =
w tf

0
[z̃TQ2z̃ + V̇ (t)]dt−

w tf

0
V̇ (t)dt =

V (0)− V (tf ) +
w tf

0
[z̃TQ2z̃ + V̇ (t)]dt 6

V (0) +
w tf

0
[z̃TQ2z̃ + V̇ (t)]dt, (33)

将式(17)和式(28)代入式(33)可得

J2 6 z̃T(0)P z̃(0) +
1

γ
θ̃TF (0)θ̃F (0) +
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d̃T(0)P−1
1 d̃(0) +

w tf

0
[z̃TQ2z̃ +

z̃T(ATP + PA)z̃ +

d̃T(N − L1H)TP z̃ + z̃TP (N − L1H)d̃−
z̃TCT

c L
T
2 P

−1
1 d̃− d̃TP−1

1 L2Ccz̃ −
d̃THTLT

2 P
−1
1 d̃− d̃TP−1

1 L2Hd̃]dt, (34)

在下式成立的条件下:

z̃T(Q2 +ATP + PA)z̃ + d̃T(N − L1H)TP z̃ +

z̃TP (N − L1H)d̃− z̃TCT
c L

T
2 P

−1
1 d̃−

d̃TP−1
1 L2Ccz̃ − d̃THTLT

2 P
−1
1 d̃−

d̃TP−1
1 L2Hd̃ < 0, (35)

则有

J2 6 z̃T(0)P z̃(0)+
1

γ
θ̃TF (0)θ̃F (0)+d̃

T(0)P−1
1 d̃(0).

(36)

注注注 6 最优控制应由反映系统内部状态的全部信息参

与组合,但本文的非线性系统具有不确定性,难以直接求解最

优控制问题.采用次优控制,可在保证性能指标值足够接近最

优性能值的同时,显著地减少问题求解的计算量[25].

下述定理给出了基于LQ性能指标(32)的次优控制
充分条件.

定定定理理理 2 对于给定的标量β > 0,若存在对称正
定矩阵P ∈ Rn×n和P1 ∈ Rm×m满足

min
{P,P1,M,W}

β, (37)

s.t. 式(30)(39)(41),

则系统可达到H2次优跟踪性能.

证 首先,通过式(35)最小化式(36)中J2的上界,

由于
1

γ
θ̃TF (0)θ̃F (0)是常数,可将具有H2跟踪性能的次

优控制问题表述如下:

min
P,P1

z̃T(0)P z̃(0) + d̃T(0)P−1
1 d̃(0), (38)

s.t. P = PT > 0, P1 = PT
1 > 0,式(31)(36),

将A = Ac − L1Cc, PL1 = M和P−1
1 L2 = W代 入,

式(35)等价于

∆1 =

[
Γ1 PN −MH − CT

c W
T

∗ −WH −HTWT

]
< 0, (39)

其中Γ1 = AT
c P + PAc − CT

c M
T −MCc +Q2.

因此,式(38)的次优控制问题可以转化为

min
P,P1

z̃T(0)P z̃(0) + d̃T(0)P−1
1 d̃(0), (40)

s.t. P = PT > 0, P1 = PT
1 > 0, 式(30)(39),

最后,引入一个新的变量β > 0,将式(40)中最小化问

题转化为标准LMI问题[26].

z̃T(0)P z̃(0) + d̃T(0)P−1
1 d̃(0) < β, (41)

因此,式(40)可转化为式(37)中的特征值问题. 证毕.

4.2 区区区域域域极极极点点点配配配置置置

系统的跟踪性能与闭环极点Ae的位置有关,设计
观测器增益L1和L2使得Ae位于左半平面的一个合适

的子区域十分重要[27]. 本文将闭环极点x+ j y配置

在S(α, r, ζ)区域,该区域可表示为

x < −α < 0, |x+ j y| < r, tan ζ x < −|y|. (42)

图2中阴影部分为极点配置的目标区域S(α, r, ζ).
下述定理给出了基于区域极点配置的自适应比例–积
分H2滑模观测器参数自整定方法.

α

ζ

图 2 极点配置区域

Fig. 2 The area of polar configuration

定定定理理理 3 对于给定的正标量α, r, ζ ,若存在对称
正定矩阵P ∈ Rn×n和P1 ∈ Rm×m满足以下LMI:

[
Γ2 PN−MH − CT

c W
T

∗ −WH−HTWT+2αP1
−1

]
< 0,

−rP 0 Γ3 −CT
c W

T

∗ −rP1
−1 Γ4 −HTWT

∗ ∗ −rP 0

∗ ∗ ∗ −rP1
−1

 < 0,

[
Ω1 Ω2

∗ Ω1

]
< 0,

(43)

其中:

Γ2 = AT
c P + PAc − CT

c M
T −MCc + 2αP,

Γ3 = AT
c P − CT

c M
T, Γ4 = NTP −HTMT,

Ω1 =

[
Λ1

∗
Λ2

Λ3

]
, Ω2 =

[
Λ4

∗
Λ5

Λ6

]
,

Λ1 = sin ζ(AT
c P + PAc − CT

c M
T −MCc),

Λ2 = sin ζ(PN −MH − CT
c W

T),

Λ3 = sin ζ(−WH −HTWT),

Λ4 = cos ζ(AT
c P − PAc − CT

c M
T +MCc),
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Λ5 = cos ζ(−PN +MH − CT
c W

T),

Λ6 = cos ζ(WH −HTWT),

则闭环极点x+ j y可配置在S(α, r, ζ)区域.基于此,
观测器的比例增益L1和积分增益L2可分别通过L1 =

P−1M和L2 = P1W计算得到.

证 首先,将式(42)转化成标准LMI形式

AT
e Pe + PeAe + 2αPe < 0,[
−rPe AT

e Pe

PeAe − rPe

]
< 0,[

Λ7 Λ8

∗ Λ7

]
< 0,

(44)

其中:

Λ7=sin ζ(AT
e Pe+PeAe), Λ8=cos ζ(AT

e Pe−PeAe).

将A =

[
A N−L1H

−L2Cc −L2H

]
, A = Ac−L1Cc,

P =

[
P 0

0 P1
−1

]
, PL1 =M和P−1

1 L2 = W代入可

得,式(44)等价于式(43). 证毕.
根据以上分析,具有区域极点约束的H2目标跟踪

性能可以描述为以下GEVP:

min
{P,P1,M,W}

β (45)

s.t. P = PT > 0, P1 = PT
1 , β > 0,

式(30)(39)(41)(43).

5 仿仿仿真真真

本节采用单连杆机器人模型验证观测器的理论分

析,在垂直平面上旋转的单连杆机器人运动方程为 Iq̈(t) +
1

2
mgl sin q(t) = u(t) + d(t),

y(t) = q(t),
(46)

其中: q(t)为旋转角度; I为惯性矩; u(t)为控制输入;
d(t)为外部扰动; m和l分别为机器人质量和连杆长

度; g为重力加速度; |g|69.832;
1

2
mgl sin q(t)为不确

定性项,需通过径向基神经网络进行自适应逼近.
设定单连杆机器人参数: I=0.5, m=1, l=1. 则

该机器人的可视化运动模型如图3所示.
定义x1(t),q(t), x2(t), q̇(t),系统(46)可改写为

[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
0 1

0 0

][
x1(t)

x2(t)

][
0

1

]
I−1(u(t)−

1

2
mgl sinx1(t) + d(t)),

y(t) = [1 0]

[
x1(t)

x2(t)

]
+ d(t).

(47)

根据式(13)设计系统(47)的观测器方程. 设定初始状
态x(0) = [0 0.5]T, x̂(0) = [0.1 0]T, d̂(0) = 0.1. 控
制输入u(t) = sin(2t) + cos(20t). 假设扰动d(t)是幅

值为±0.1,相角为
2π

5
的方波信号.

10.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

：
：
：

：
：
：

1 0

10

0

10

10

0

10

10

0

10

图3单连杆机器人可视化模型
Fig. 3 Visual model of single link robot

首先,构建径向基神经网络,设定RBFNN的隐含
层神经元个数为3,其中,对于k = 1, 2和i=1, · · · , 3,
设定偏差mk

i分别为−4, 0和4. 采用常量初始化的方
法进行初始权值的选取. 对于k=1, 2, i= 1, 2, 3, j=
1, 2,将权值参数wk

ij全部初始化为1. 设定θF (0) = 0,

γ = 10, κ = 1, δ = 0.1.
其次,选取神经网络逼近误差上界Dϵ1=0.1, Dϵ2=

4. 设定极点配置区域参数α=0.5, r=10, ζ=
π

4
,选

取模拟参数Q2 = I .
最后,求解式(45)中在S(0.5, 10,

π

4
)区域内具有极

点区域约束的H2目标跟踪性能的GEVP,可得βmin=

1.357e− 05,观测器增益L1 =

[
5.0907

4.3601

]
以及L2 =

299.0862使得该系统的闭环极点Ae位于S(0.5, 10,
π

4
)区域.

基于上述参数设定和LMI求解结果,对本文所设
计的自适应比例–积分H2滑模观测器进行仿真实验,
可得控制输入u(t) = sin(2t) + cos(20t)如图4所示.

0 2 4 6 8 10

 / s

2

1

0

1

2

图4控制输入u(t)
Fig. 4 Control input u(t)
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根据参数Dϵ1 = 0.1和参数Dϵ2 = 4可得滑模控制

律τs1(t) = −0.1sgn(s(t))和τs2(t) =−4sgn(s(t))的

曲线分别如图5–6所示. 系统状态x1(t)和x2(t)的跟踪

曲线分别如图7–8所示.

1 2 3 4 5
0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

τ s
1

 (
)

 / s

图5滑模控制律τs1(t)

Fig. 5 Sliding-mode control τs1(t)

8

6

4

2

0

2

4

6

8

τ s
2

 (
)

0 1 2 3 4 5
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从图中可以看出针对具有参数不确定性和未知扰

动的系统,本文所设计的自适应比例–积分H2滑模观

测器能准确地跟踪对象的实际状态.
从图9中可以看出本文所设计的自适应比例–积分

H2滑模观测器能够有效补偿外界干扰,提高了系统的
观测精度和对扰动的鲁棒性.
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图10中e1(t)和e2(t)分别是状态x1(t)和x2(t)的观

测误差. 从图中可以看出观测误差e1(t)将在0.65 s左
右趋近于0, e2(t)将在0.8 s左右趋近于0.
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6 结结结论论论

本文针对一类具有参数不确定性和有界外部扰动

的单输出非线性系统,设计了自适应比例–积分H2滑

模观测器. 首先,通过径向基神经网络,逼近系统模型
的非线性项,描述不确定性参数输入到神经网络自适
应律输出的映射关系.其次,基于观测误差的线性滑
模面,设计径向基神经网络权值的自适应律,使得滑
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模动态在有限时间内收敛于滑模面,实现了参数不确
定性和外部扰动下非线性系统的鲁棒确切估计.最后,
设计基于H2次优控制和区域极点配置的滑模观测器

参数自整定方法. 通过对单连杆机器人的仿真结果表
明,该方法能够保证非线性系统具有较好的鲁棒性和
自适应性. 本文未来的研究工作将针对无人机系统姿
态角观测,设计自适应比例–积分H2滑模观测器.
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