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摘要:本文研究了受未知外部扰动侵袭的一类二阶非线性系统的固定时间镇定控制问题.首先,提出了一种新的
固定时间稳定方法,并给出了收敛时间及其上界估计值的计算公式. 理论分析表明,收敛时间的上界与系统初始状
态无关,可由系统参数完全确定. 然后,基于所提出的固定时间稳定方法设计了新型滑模趋近律和终端滑模面,使
得系统状态能够在有界的有限时间内,从任意初始状态收敛至滑模面并沿着滑模面收敛至原点,同时引入了基于系
统状态的自适应切换方法,有效避免了终端滑模面导致的奇异问题.最后,通过仿真验证了算法的有效性.
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Abstract: The fixed-time stabilization control for a class of second order nonlinear system subjected to unknown ex-
ternal disturbance is studied in this paper. First, a new fixed-time stabilization method is proposed, and the calculation of
the convergence time and its upper bound estimation are given in details. Theoretical analysis shows that the upper bound
of the convergence time can be totally determined by the system parameters independently on initial system states. Then,
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then converging to the original point along with the sliding mode surface in bounded finite-time, thus, the boundedness of
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1 引引引言言言

稳定性是控制系统最重要的性能指标之一,也是
工程师们设计控制器时关注的重点. 目前,大部分已
有的控制方法只能得到渐近稳定或指数稳定的结果,
即只有时间趋于无穷时,系统状态才能收敛至平衡点.
然而,在诸多实际工程中,工程师们希望能够尽快实
现控制目标,因此,基于有限时间稳定理论的控制方
法应运而生[1–2]. 与渐近稳定或指数稳定相比,有限时

间稳定具有更快的收敛速度和更好的鲁棒性[2–3],因

此,在混沌系统[4]、多智能体[5]、液压伺服系统[6]、永

磁同步电机[7]和机器人[8]等诸多领域获得了广泛地应

用.

目前,常用的有限时间控制方法主要有齐次性

法、加幂积分法和滑模控制方法[1–2]. 其中滑模控制方

法具有结构简单、鲁棒性强和控制精度高等特点,在

工程上获得了广泛地应用[6, 9]. 限制滑模控制在工程
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上应用的主要是“抖振”问题.目前常用的滑模“抖
振”抑制方法主要有边界层法、高阶滑模法、智能控制
法、趋近律法等[10–11]. 趋近律法由文献[12]首次提出,
包括等速趋近律、指数趋近律和幂次趋近律.幂次趋
近律通过引入滑模函数的幂次函数而完全消除了切

换控制项导致的不连续性,因而可有效消除滑模“抖
振”,近年来获得了国内外学者的广泛关注. 然而,由
于分数阶幂次函数的存在,滑模函数在滑模面附近的
收敛速度较慢. 为了提高幂次趋近律在滑模面附近的
收敛速度,文献[13]在指数趋近律[14]的基础上提出了

一种改进的指数趋近律,其主要特点在于采用滑模函
数的指数函数在线调整幂次趋近律的增益,因而该方
法也可称为变增益幂次趋近律.为了改善滑模趋近律
的控制性能,文献[15]同样采用滑模函数的指数函数
在线调整趋近律增益,而文献[16]采用系统状态的指
数函数在线调整趋近律增益.然而上述方法中均存在
切换控制项,因此无法有效抑制滑模“抖振”.

一般来说,有限时间稳定系统的收敛时间与系统
的初始状态有关,并且系统初始状态离平衡点越远,
收敛时间越长,反之亦然[2]. 固定时间稳定[17]是在有

限时间稳定理论的基础上发展出来的一种新型稳定

性方法,其特点在于系统不仅是全局有限时间稳定的,
而且收敛时间的上界与系统的初始状态无关,即系统
状态不仅能够在有限时间内从任意的初始状态收敛

至平衡点,而且收敛时间的上界与系统初始状态无关,
可完全由控制参数预先设定. 因此,与有限时间稳定
性相比,固定时间稳定性具有更好的收敛性能.目前,
常用的固定时间稳定判定方法主要有以下几种[2].

方方方法法法 1[17] 如果存在一个函数 V (x),满足
V̇ (x)6−(αV p(x) + βV q(x))k,其中: α, β, p, q和 k

均为正数且 pk < 1, qk > 1,则系统的原点是固定时

间稳定的且收敛时间的上界为Tmax =
1

αk(1− pk)
+

1

βk(qk − 1)
.

方方方法法法 2[18] 如果存在一个函数 V (x),满足
V̇ (x)6−αV p(x)−βV q(x),其中: α>0, β>0, p=

1− 1

2γ
, q = 1+

1

2γ
, γ > 1,则系统的原点是固定时

间稳定的且收敛时间的上界为Tmax =
πγ√
αβ

.

方方方法法法 3[19] 如果存在一个函数 V (x),满足
V̇ (x) 6 −αV 2− p

q (x)− βV
p
q (x),其中: α > 0, β>0,

q>p> 0, p和q均为奇整数,则系统原点是固定时间
稳定的,且收敛时间的上界为Tmax=

qπ

2(q−p)
√
αβ

.

方方方法法法 4[20] 如果存在一个函数 V (x),满足
V̇ (x) 6 −αV

m
n (x)− βV

p
q (x),其中: α > 0, β > 0,

q > p > 0, m > n > 0 ,且m, n, p和q均为奇整数,

则系统的原点是固定时间稳定的且收敛时间的上界

为Tmax =
1

α

n

m− n
+

1

β

q

q − p
.

目前,固定时间控制的相关研究大多基于上述方
法[21–27]. 基于方法1,文献[21]研究了一类时变系统的
固定时间参数辨识问题,文献[22]设计了某潜射导弹
的自适应固定时间终端滑模控制器. 基于方法2,文献
[23]设计了永磁同步电机调速系统的固定时间滑模控
制器,文献[24]设了一类二阶非线性系统的非奇异终
端滑模控制器. 文献[25]采用与方法3类似的形式设
计了基于固定时间滑模趋近律的永磁同步电机调速

控制器,但是收敛时间及其上界估计值的计算方法均
与方法3不同,可认为是方法3的扩展.基于方法4,文
献[26]设计了某能量储存系统的快速非奇异终端滑模
控制器,文献[27]研究了一类二阶非线性系统的固定
时间终端滑模控制方法. 类似的研究结果还可参见文
献[28–30]以及其中的有关参考文献. 值得注意的是,
上述4种固定时间稳定判定方法具有类似的形式,由
于参数的取值不同而得到了不同的结果,特别是文献
[25]给出了收敛时间上界估计值的另外一种形式. 除
了上述方法外,基于双极限齐次性也可获得固定时间
稳定的结果[31],但是无法明确的给出收敛时间的上
界,因此限制了其应用.

受滑模趋近律和上述方法的启发,本文提出了一
种与上述方法均不相同的固定时间稳定新方法,并给
出了收敛时间及其上界估计值的计算公式 (详见第3.1
节). 该方法的主要特点在于利用双曲正切函数的限幅
特性,在保证系统稳定性条件的同时提高了收敛速度,
进而获得了固定时间稳定的结果.基于所提出的新型
固定时间稳定方法,本文设计了滑模趋近律和终端滑
模面,并引入了基于系统状态的自适应切换方法有效
避免了终端滑模面引起的奇异问题,实现了一类受未
知外部扰动侵袭的二阶非线性系统的固定时间镇定

控制,并通过仿真验证了算法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下的受未知外部扰动侵袭的一类二阶非线

性系统: 
ẋ1 = x2,

ẋ2 = f(x) + u+ d(t, x, u),

y = x1,

(1)

式中: x = [x1 x2] ∈ R2为系统状态向量; u ∈ R为控
制输入; y ∈ R为系统输出; f(x)为系统的非线性动力
学特性,且f(x) = 0, d(t, x, u)为未知的外部扰动,包
含系统未建模动态及模型不确定性. 不失一般性,有
以下假设.

假假假设设设 1 未知的外部扰动d(t, x, u)有界,即存在
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未知的常数δ > 0满足

|d(t, x, u)| 6 δ. (2)

本文的目标是,为非线性系统(1)设计一个终端滑
模控制器,使系统状态能够在有界的有限时间内从任
意的初始状态收敛至平衡点,并且收敛时间的上界可
由控制器参数预先设定.

2.2 预预预备备备知知知识识识

考虑如下的动态系统:

ẋ = f(x), x(0) = x0, (3)

其中: x = [x1 x2 · · · xn]
T ∈ Rn是系统状态; f(x) :

Rn → Rn是实数域内开区间U上关于x的连续函数,
且开区间U包含原点, f(0) = 0. 假设原点是系统的
一个平衡点.

定定定义义义 1[18] 若对于任意的初始状态x0 ∈ U0 ⊂
Rn,存在一个连续函数T (x) : U0\{0} → (0,+∞),
使得系统(3)的解满足

1) 当 t ∈ [0, T (x0)]时, x(t, x0) ∈ U0\{0}且
lim

x→T (x0)
x(t, x0) = 0;

2)当t > T (x0)时, x(t, x0) ≡ 0,则称系统(3)的原
点是有限时间稳定的 (finite-time stable). 若U0 = Rn

则称系统 (3)的原点是全局有限时间稳定的 (global
finite-time stable). 若系统(3)的原点是全局有限时间
稳定的且收敛时间T (x0)有界,即存在有界的常数
Tmax > 0,使得对于∀x0 ∈ U0 ⊂ Rn,收敛时间T (x0)

满足T (x0) 6 Tmax,则称系统(3)的原点是固定时间
稳定的(fixed-time stable).

引引引理理理 1[21] 对于系统 (3),如果存在一个正定连
续可微函数V (x)和两个实数c > 0, 0 < γ < 1,使得
对于任意的x ̸= 0满足

V̇ (x) + cV γ(x) 6 0, (4)

则系统的原点是有限时间稳定的且收敛时间T (x0)满

足

T (x0) 6
V 1−γ(x0)

c(1− γ)
. (5)

3 主主主要要要结结结论论论

3.1 新新新型型型固固固定定定时时时间间间稳稳稳定定定方方方法法法

定定定理理理 1 对于系统(3),如果存在一个径向无界的
正定连续可微函数V (x),使得对于任意的x ̸= 0满足

V̇ (x) 6 − k

1− tanh2(αV 1−λ(x))
V λ(x), (6)

式中: k > 0, α > 0, λ =
p

q
, p和q均为正的奇整数且

q > p,则系统(3)的原点是固定时间稳定的,且收敛时

间T (x0)的上界Tmax可由参数k, α, λ预先设定,即

T (x0) < Tmax =
1

kα(1− λ)
. (7)

证证证 首先证明系统的原点是全局有限时间稳定

的. 由于V (x)是关于x的正定函数,故对于任意的x,
即任意的x,有V (x) > 0. 因此有

0 < 1− tanh2(αV 1−λ) < 1, (8)

由式(6)–(8)可得

V̇ (x) 6 − k

1− tanh2(αV 1−λ)
V λ < −kV λ, (9)

由于 p和 q均为正的奇整数且 q > p,故有 0 < λ =
p

q
< 1. 注意到V (x)是径向无界函数,因此,由引理1

可知,系统(3)的原点是全局有限时间稳定的.

接下来计算收敛时间. 式(6)可重写为
dV

dt
(1− tanh2(αV 1−γ))V −γ 6 −k, (10)

两边同时乘以α(1− λ)dt得

dV α(1− λ)(1− tanh2(αV 1−γ))V −γ 6
−kα(1− λ)dt. (11)

注意到T (x0)为收敛时间,故有x(T (x0)) = 0和

V (x(T (x0))) = 0. 因此,式(11)两边同时积分可得w 0

V (x(0))
α(1− λ)(1− tanh2(αV 1−γ))V −γdV 6

w T (x0)

0
−kα(1− λ)dt. (12)

注意到
d

dx
tanh(x) = 1− tanh2(x),故由式(12)

可得

tanh(αV 1−λ)|0V (x0)
6 −kα(1− λ)t|T (x0)

0 , (13)

因此,由式(13)可得收敛时间T (x0)为

T (x0) 6
tanh(αV 1−λ(x0))

kα(1− γ)
. (14)

由 于 对 任 意 的 初 值 V0 = V (x0) ∈ R,有
tanh(αV 1−λ

0 ) < 1. 因此,收敛时间T (x0)的上界

Tmax可由式(7)给出. 证毕.

注注注 1 当α = 0时,式(6)可改写为V̇ (x) 6 −kV λ,此时
本文提出的固定时间稳定等价于引理1中的有限时间稳定,且
收敛时间可由下式给出:

T
′
(x0) =

V 1−λ
0

k(1− λ)
, (15)

由于对于任意的初始状态 x0 ̸= 0,有 V0 > 0,因此有
tanh(αV 1−λ

0 ) < αV 1−λ
0 ,故由式(14)可得

T (x0) 6
tanh(αV

1−λ

0 )

kα(1− λ)
<

αV
1−λ

0

kα(1− λ)
=

V 1−λ
0

k(1− λ)
= T

′
(x0), (16)
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因此,由式(16)可知,对于给定的任意α值以及相同参数k和λ,

本文提出的固定时间稳定比传统的有限时间稳定具有更快的

收敛速度,且收敛时间的上界值与系统初始状态无关.

注注注 2 由式(6)可以看出,本文提出的固定时间稳定方

法与方法1–4均不相同,且收敛时间上界的估计值也不相同,

这也是本文的主要贡献之一.

注注注 3 由式(7)可知,本文提出的固定时间稳定的收敛

时间的上界可由参数k, α和λ调整. 虽然通过选取较大的k,

α和较小的λ值可有效减小收敛时间的上界,但是由于系统带

宽的限制,较大的k, α值或较小的λ值可能会导致稳定性问

题.因此,在实际应用时应综合考虑考虑收敛速度和系统稳定

性选取合适的k, α, λ值.

3.2 固固固定定定时时时间间间镇镇镇定定定控控控制制制器器器设设设计计计

本节将基于上述固定时间稳定方法设计基于滑模

趋近律的终端滑模控制器,实现系统(1)的固定时间镇
定控制.定义如下的终端滑模面:

s = x2 − x2tanh
2(α1x

1−λ1
1 ) + k1x

λ1
1 , (17)

式中: k1 > 0, α1 > 0, λ1 =
p1
q1

, p1和q1均为正的奇数

且p1 < q1.

本文提出的基于滑模趋近律的固定时间终端滑模

控制器为

u =
u1 + u2

1− Ψ 2
1

− f(x)− η sgn s,

u1 = − k2
1− Ψ 2

2

|s|λ2 sgn s,

u2 = −k1λ1x
λ1−1
1 x2 +

2α1(1− λ1)Ψ1(1− Ψ 2
1 )x

2
2x

−λ1
1 ,

(18)

式中: η > δ, k2 > 0, α2 > 0, λ2 =
p2
q2

, p2和q2均为正

的奇数且p2 < q2, Ψ1和Ψ2分别由下式给出:

Ψ1 = tanh(α1x
1−λ1
1 ), (19)

Ψ2 = tanh(α2s
1−λ2). (20)

注注注 4 控制器(18)中u1也可写为

u1 = − k2
1− Ψ2

2

|s|λ2 sgn s = −K2|s|λ2 sgn s, (21)

式中K2 =
k2

1− Ψ2
2

> k2. 式 (21)具有滑模趋近律的典型形

式[12],与文献[13–16]中趋近律类似,其增益与滑模函数有关,

因此可认为是变增益滑模趋近律.此外,由于p2和q2均为正

的奇数且λ2 =
p2
q2

,故有|s|λ2sgns = sλ2 . 因此,为了简化下

文中的证明过程, u1也可写为u1 = − k2
1− Ψ2

2

sλ2 .

定定定理理理 2 假设系统 (1)满足假设 1,如果控制器设
计为式(18)且滑模函数由式(17)给出,则闭环系统是
固定时间稳定的,且对于任意的初始条件x0 ∈ R2,收

敛时间的上界为

T (x0) <
1

k1α1(1− λ1)
+

1

k2α2(1− λ2)
. (22)

证证证 式(17)求导并把式(1)代入得

ṡ = ẋ2(1− Ψ 2
1 ) + k1λ1x

λ1−1
1 x2 −

2Ψ1(1− Ψ 2
1 )α1(1− λ1)x

−λ1
1 x2 =

(f(x) + u+ d)(1− Ψ 2
1 ) + k1λ1x

λ1−1
1 x2 −

2Ψ1(1− Ψ 2
1 )α1(1− λ1)x

−λ1
1 x2. (23)

把控制律式(18)代入到式(23)得

ṡ =

(
u1 + u2

1− Ψ 2
1

− η sgn s+ d)(1− Ψ 2
1 ) +

k1λ1x
λ1−1
1 x2 − 2Ψ1(1− Ψ 2

1 )α1(1− λ1)x
−λ1
1 x2 =

u1 + u2 − (η sgn s− d)(1− Ψ 2
1 ) +

k1λ1x
λ1−1
1 x2 − 2Ψ1(1− Ψ 2

1 )α1(1− λ1)x
−λ1
1 x2 =

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2 − (η sgn s− d)(1− Ψ 2
1 ). (24)

定义如下的李雅普诺夫函数：

V1 =
1

2
s2, (25)

显然, V1是滑模函数 s的径向无界函数. 注意到 1−
Ψ 2
1 > 0,式(25)求导并把式(24)代入可得

V̇1 = sṡ =

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2s− (η sgn s− d)(1− Ψ 2
1 )s =

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2+1 − (η|s| − ds)(1− Ψ 2
1 ) 6

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2+1 − (η|s| − δ|s|)(1− Ψ 2
1 ) 6

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2+1 =

−
√
2k2

1− tanh2(
√
2α2V

1−λ2
2

1 )
V

λ2+1
2

1 . (26)

注意到0 < λ2 =
p2
q2

< 1,故有0<
λ2 + 1

2
<1. 故

由定理1知,李雅普诺夫函数V1将在固定时间内收敛

至原点,且收敛时间的上界可由下式给出:

T1 <
1

√
2k2

√
2α2(1−

λ2 + 1

2
)

=
1

k2α2(1− λ2)
.

(27)

由式(25)可知,滑模函数s将随着李雅普诺夫函数

V1在同样的固定时间收敛至滑模面. 当系统状态位于
滑模面上时,由式(17)可知,系统动态可由下式描述:

x2 − x2tanh
2(α1x

1−λ1
1 ) + k1x

λ1
1 = 0, (28)
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故有

x2 = − k1

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

xλ1
1 . (29)

定义如下李雅普诺夫函数：

V2 =
1

2
x2
1, (30)

显然, V2是x1的径向无界函数. 式(30)求导并把式(29)
代入得

V̇2 = x1ẋ1 = x1x2 =

− k1

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

xλ1+1
1 =

−
√
2k1

1− tanh2(
√
2α1V

1−λ1
2

2 )
V

λ1+1
2

2 =

−
√
2k1

1− tanh2(
√
2α1V

1−λ1+1
2

2 )
V

λ1+1
2

2 . (31)

注意到0 < λ1 =
p1
q1

< 1,故有0<
λ1 + 1

2
<1. 故

由定理1可知,李雅普诺夫函数V2将在固定时间内收

敛至原点,且收敛时间的上界可由下式给出:

T2 <
1

√
2k1

√
2α1(1−

λ2 + 1

2
)

=
1

k1α1(1− λ2)
.

(32)

由式(30)可知,系统状态x1也将随着李雅普诺夫

函数V2在同样的固定时间收敛至原点. 类似地,由式
(29)可知,系统状态x2也将在同样的固定时间收敛至

原点.

综上所述可知,闭环系统的状态将先在时间T1内

收敛至滑模面s = 0,然后沿着滑模面在时间T2内收

敛至原点,故闭环系统是固定时间稳定的,且收敛时
间的上界可由式(22)估计. 证毕.

由控制器(18)可知,控制律中包含不连续控制项
ηsgn s,因此会引起抖振问题.为了减小抖振,可将参
数η设置为0,即η = 0. 此时系统(1)是固定时间有界
稳定的,并有以下定理:

定定定理理理 3 若定理2中切换项增益η = 0,其他参数
与定理2相同,则闭环系统状态将在固定时间内收敛
至包含原点的有界的范围内,且收敛范围可由参数k1,
α1, λ1和k2, α2, λ2调整.

证证证 注意到η = 0,式(24)可重写为

ṡ = − k2
1− Ψ 2

2

sλ2 + d(1− Ψ 2
1 ). (33)

定义如下的李雅普诺夫函数:

V3 =
1

2
s2, (34)

显然, V3为径向无界函数. 式(34)求导并把式(33)代入

得

V̇3 = sṡ =

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2s+ d(1− Ψ 2
1 )s 6

− k2
1− Ψ 2

2

sλ2+1 + δ|s|(1− Ψ 2
1 ) 6

−
k2 −

δ|s|(1− Ψ 2
1 )(1− Ψ 2

2 )

sλ2+1

1− Ψ 2
2

sλ2+1 =

−
√
2µ

1− tanh2(
√
2α2V

1−λ2
2

3 )
V

λ2+1
2

3 , (35)

式中

µ = k2 −
δ|s|(1− Ψ 2

1 )(1− Ψ 2
2 )

sλ2+1
. (36)

由于λ2 =
p2
q2
且p2和q2均为正的奇数,可知p2+q2

为偶数,故有sλ2+1 = s
p2+q2

q2 = |s|λ2+1. 因此,式(36)
可改写为

µ = k2 −
δ(1− Ψ 2

1 )(1− Ψ 2
2 )

|s|λ2
. (37)

若

|s| > (
δ(1− Ψ 2

1 )(1− Ψ 2
2 )

k2
)

1
λ2 , (38)

则有µ > 0. 故由定理1可知,系统的原点是固定时间
稳定的. 然而,随着滑模函数s的减小,式(38)不再成
立,此时系统的稳定性无法确定. 但是若滑模函数s的

值增加使得式(38)再次成立,则系统将恢复到固定时
间稳定状态. 综上所述,滑模函数s将随着李雅普诺夫

函数V3在固定时间收敛至有界的范围内,即

|s| 6 (
δ(1− Ψ 2

1 )(1− Ψ 2
2 )

k2
)

1
λ2 . (39)

值得注意的是,虽然式(39)两边均包含滑模函数s,
但是由于对于任意的滑模函数s和系统状态x1,有

0 < 1− Ψ 2
1 = 1− tanh2(α1x

1−λ1
1 ) 6 1, (40)

0 < 1− Ψ 2
2 = 1− tanh2(α2s

1−λ2) 6 1, (41)

故由式(39)可得

|s| 6 (
δ(1− Ψ 2

1 )(1− Ψ 2
2 )

k2
)

1
λ2 6 (

δ

k2
)

1
λ2 , (42)

此外,由Ψ2 = tanh(α2s
1−λ2)可知,对于任意的s ̸= 0,

可通过调整参数α2可有效减小1− Ψ 2
2的值,进而减小

滑模函数s的收敛范围.同理,通过调整参数α1也可有

效减小滑模函数s的收敛范围.综上所述,当η = 0时,
滑模函数式(17)将在固定时间收敛至包含原点的有界
范围内,如式(42)所示. 此外,滑模函数s的收敛范围
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可由参数k2, α2, λ2和α1调整. 假设滑模函数s收敛至

由式(42)给出的范围后的实际值为ζ ,即s = ζ ,则

|s| = |ζ| 6 ∆ = (
δ

k2
)

1
λ2 . (43)

由式(17)可知,此时系统动态可由下式给出:

x2 − x2tanh
2(α1x

1−λ1
1 ) + k1x

λ1
1 = ζ, (44)

故

x2 = − k1x
λ1
1 − ζ

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

. (45)

定义如下李雅普诺夫函数：

V4 =
1

2
x2
1, (46)

显然, V4为径向无界函数. 注意到式(43)(46)求导并把
式(45)代入得

V̇4 = x1ẋ1 = x1x2 =

− k1x
λ1+1
1 − ζx1

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

6

− k1x
λ1+1
1 −∆|x1|

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

. (47)

由于λ1 =
p1
q1
且p1和q1均为正的奇数,可知p1+q1

为偶数,故有xλ1+1
1 = x

p1+q1
q1

1 = |x1|λ1+1. 故由式(47)
可得

V̇4 6 − k1x
λ1+1
1 −∆|x1|

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

=

−
k1 −

∆|x1|
|x1|λ1+1

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

xλ1+1
1 =

−
k1 −

∆

|x1|λ1

1− tanh2(α1x
1−λ1
1 )

xλ1+1
1 . (48)

若

|x1| > |∆
k1

|λ1 , (49)

则有k1 −
∆

|x1|λ1
> 0. 故由定理1可知,系统的原点是

全局固定时间稳定的. 然而随着|x1|减小,式(49)将不
再满足,故而无法保证系统的稳定性. 但是如果|x1|增
大使得式(49)再次满足,则系统将恢复至固定时间稳
定状态. 因此,系统状态x1将随着李雅普诺夫函数V4

在固定时间收敛至有界的范围内,即

|x1| 6 |∆
k1

|λ1 = | δ
λ1
λ2

kλ1
1 k

λ1
λ2
2

|. (50)

由式(28)可知,系统状态x2也将在固定时间内收

敛至有界的范围内.由式(40)(42)可知,滑模函数的收

敛范围可由参数α1和α2调整,故系统状态的实际收敛
范围也可由参数α1和α2调整.

综上所述,闭环系统状态将在固定时间内收敛至
包含原点的有界的范围内,且收敛范围可由参数k1,
α1, λ1和k2, α2, λ2调整. 证毕.

注注注 5 由式(42)可知,当参数k2选择较小值且Ψ1和Ψ2

的值也较小时,如k2 6 δ, Ψ1 ≈ 0, Ψ2 ≈ 0,则滑模函数的收

敛范围将有可能大于δ. 为了避免上述问题,可选取较大的k2

取值,如k2 > δ. 此外值得注意的是,若选取较大的α1和α2

值使得Ψ1 ≈ 1且Ψ2 ≈ 1,即使选取较小k2值也可有效避免上

述问题.同样的,由式(49)可知,参数k1也应选取较大的值以

获得较小的收敛范围.综上所述,当η = 0时,应选取较大

的k1, k2, α1, α2等参数以获得满意的控制效果.

3.3 奇奇奇异异异性性性分分分析析析

由控制律式(18)可知

u2 = −k1λ1

x2

x1−λ1
1

+ 2α1(1− λ1)Ψ1(1− Ψ 2
1 )

x2
2

xλ1
1

,

(51)

由于0<λ1 < 1,故当x1 = 0且x2 ̸= 0时,式(51)存在
奇异问题.为了避免奇异问题,受文献[26]启发,对
式(51)作如下修改:

u2 = −k1λ1x
λ1+1

2 +
λ1−1

2 sgn(|x1|−Ω)−1
1 x2 +

2α1(1− λ1)Ψ1(1− Ψ 2
1 )x

2
2x

−λ1
2 −λ1

2 sgn(|x1|−Ω)
1 ,

(52)

式中Ω > 0为待设计的常数. 根据系统状态x1的不同,
式(52)可重写为

u2 =


−k1λ1x

λ1−1
1 x2+

2α1(1− λ1)Ψ1(1− Ψ 2
1 )x

2
2x

−λ1
1 , |x1| > Ω,

−k1λ1x2+

2α1(1− λ1)Ψ1(1− Ψ 2
1 )x

2
2, |x1| < Ω,

(53)

由式(53)可知,系统不存在奇异问题.

注注注 6 注意到当|x1| < Ω时,系统虽然不存在奇异问

题,但闭环系统的固定时间稳定性被破坏.因此,应尽量选择

较小的Ω值.然而,当Ω很小时,无法有效避免奇异问题.综上

所述,应综合考虑奇异性和收敛性,选择合适的Ω值.

4 算算算例例例与与与仿仿仿真真真验验验证证证

为了验证算法的有效性,考虑如下的非线性系
统[31]: {

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3
2 + u+ 10 sin(20t).

本文算法与文献[20]和文献[31]中算法进行了对
比. 文献[20]中的算法为
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u = −x3
2 −

7

10
x

2
5
1 x2 − us−

10 sgn s− 2s
7
5 − 10s

3
5 ,

us = 6x
5
6−

7
18 sgn(|x1|−Ω)

1 x2,

s = x2 + 2x
7
5
1 + 10x

3
5
1 ,

式中: 参数Ω的作用与本文中算法相同,均是为了避
免奇异问题, Ω = 0.001. 文献[31]中的算法为

u = ueq + un,

ueq = −x3
2 − 2x

1
9
1 − 3

5
x1 − 3x

17
9
1 −

2x
1
9
2 − 3

5
x2 − 3x

17
9
2 ,

u̇n = −10 sgn s− 2|s|1.5sgn s−
0.5|s|0.01sgn s,

s = ẋ2 + 2x
1
5
2 +

3

5
x1 + 3x

17
13
1 +

2x
1
9
1 +

3

5
x1 + 3x

17
9
1 .

本文所设计的控制器参数分别取 k1 = k2 = 50,

α1 = α2 = 0.1, λ1 = λ2 =
3

5
, Ω = 0.001, η = 10,

满足假设1. 由定理2可知,收敛时间的上界为

T <
1

k1α1(1− λ1)
+

1

k2α2(1− λ2)
= 1.0 s.

不同初值条件下的仿真结果分别如图1–3所示,可
以看出:与文献[31]和文献[20]中的算法相比,本文所
提出的算法具有较好的控制性能,并且对于不同的初
始条件,系统状态均能在1.0 s内收敛至零. 值得注意
的是,由于切换控制项的存在,本文和文献[20]中的算
法均包含高频抖振信号,而文献[31]中算法由于积分
作用,不存在高频抖振信号,但是其控制效果较差.
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图 1 初值为(150, 150)时仿真结果

Fig. 1 Simulation results with initial conditions (150, 150)
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图 2 初值为(100,100)时仿真结果

Fig. 2 Simulation results with initial conditions (100, 100)
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图 3 初值为(50, 50)时仿真结果

Fig. 3 Simulation results with initial conditions (50, 50)

为了验证定理3,将本文所提出的控制算法切换项
增益设置为η = 0,其他控制器参数不变,初始条件为
x1(0) = x2(0)=50,仿真结果如图4所示. 由图4可知,
两种情况下系统的收敛速度基本相同.与η = 10相比,
虽然η = 0时系统的位置误差较大,但其速度波动较
小,控制信号的抖振也较小.

为了验证参数Ω的影响,系统的初始条件设置为
x1(0) = x2(0) = 50,不同Ω取值的仿真结果如图5所
示. 由图5可以看出,当Ω = 0时,由于系统存在奇异
问题,稳态时存在较大的位置和速度波动,而当Ω

取值较小时(Ω = 1× 10−4)即可有效避免奇异问,但
是随着Ω取值增大(Ω = 1),系统的收敛速度变慢且
存在振荡,并且振荡的幅值随着Ω增大而增大.因此,
应综合考虑奇异性和收敛性,选择合适的Ω值.

5 结结结论论论

本文研究了受未知外部扰动侵袭的一类二阶非线

性系统的固定时间镇定控制问题.根据固定时间稳定
性理论,本文利用双曲正切函数的限幅特性提出了一
种新的固定时间稳定方法,并给出了收敛时间及其上
界值的计算公式. 基于所提出的固定时间稳定方法,
本文设计了固定时间收敛的终端滑模面和滑模趋近

律,并引入了基于系统状态的自适应切换方法避免了
奇异问题,实现了系统的固定时间稳定和固定时间有
界稳定. 仿真结果表明,与文献[20]和文献[31]中的方
法相比,本文所提出的控制方法具有较好的控制性能.
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Fig. 4 Simulation results with different η
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