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摘要:针对通信拓扑至少含有一个沿迭代轴的联合生成树且同时沿有限时间轴和无限迭代轴切换的情况,文本
研究了存在测量受限的连续线性多智能体系统输出一致性迭代学习控制问题.首先,文章采用迭代学习控制方法设
计了一种基于跟随者局部信息的分布式输出一致性协议.然后,给出了系统可解输出一致性问题的两个充分性条
件,其中之一可使跟随者实时获取迭代学习增益,避免了全局信息对学习增益设计的影响,且保证了算法的分布式
实现. 接着,利用λ范数理论和圆盘定理严格证明了所设计算法的收敛性. 最后,通过实例仿真验证了所得结论的有
效性.
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Abstract: Aiming at the case that the communication topology contains at least one joint spanning tree along the
iteration axis and simultaneously switches along the finite time axis and the infinite iteration axis, the output consensus
problem of continuous linear multi-agent systems with measurement constraint based on the iterative learning control is
studied. Firstly, a distributed output consensus protocol based on the local information available to the follower is designed
by using iterative learning control method. Then two sufficient conditions for the solvable output consensus problem of the
system are given, one of which can make the follower obtain the iterative learning gain in real time, avoid the influence of
global information on the design of learning gain, and ensure the distributed implementation of the algorithm. Next, the
convergence of the designed algorithm is strictly proved by using the λ norm theory and the disk theorem. Finally, the
validity of the conclusions is verified by an example simulation.
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1 引引引言言言

近年来,随着计算机网络、人工智能、控制工程、
系统科学等领域的相互交叉渗透,多智能体系统
(multi-agent systems, MASs)已成为当前控制学科领

域的研究热点. 在MASs的诸多研究范畴中,尤以MA-
Ss协同控制方面研究广泛,涉及群集控制、编队控制
和一致性控制等,已取得了丰硕的成果[1–5].

在MASs协同控制的研究中,由于迭代学习控制方
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法 (iterative learning control, ILC)能够充分利用过去
的控制经验来改善系统的控制性能,并可以在给定时
间区间内快速地跟踪期望的轨迹,因此常被用来解
决MASs一致性问题[6–9]. 文献[10]从二维系统的角
度(以时间步长和迭代次数为自变量)构建了两类分布
式ILC协议,解决了MASs有限时间输出一致性问题.
文献[11]在可重复运行环境下,基于有向固定通信拓
扑结构,应用ILC方法对MASs进行了一致性跟踪研
究.文献[12]基于沿有限时间轴和无限迭代轴两个方
向双变化的切换拓扑结构,利用个体智能体所能获得
的最近邻居信息设计了分布式ILC算法,实现了MASs
以指数速度形成期望编队. 文献[13]研究了MASs在
切换拓扑和时变通信时延下的高精度一致性跟踪问

题,通过利用ILC方法设计了分布式一致性跟踪算法,
精确地实现了所有智能体在有限时间间隔内的输出

一致性. 值得注意的是,在上述文献中,所有个体智能
体都能获得其邻居和自身之间传输的全部信息,这显
然属于理想情形,在实际系统应用中通常很难满足.
比较常见的一种情形是: 由于传感器测量范围有限,
使得智能体接收或发送信息时可能出现饱和,这一问
题无疑对MASs能否达成一致性带来了挑战.针对具
有测量受限的MASs一致性研究已取得了一些成果.
文献[14]针对具有输出饱和的非线性MASs的一致性
跟踪问题,提出了一种分布式ILC算法,实现了跟随者
对期望轨迹的完美跟踪. 文献[15]研究了具有输入饱
和的不确定非线性MASs的领导–跟随一致性协调控
制问题,设计了一种完全分布式自适应ILC协议,实
现了有限时间内的全局一致性跟踪. 文献[16]针对具
有随机噪声和测量范围限制的MASs的一致性跟踪问
题,通过利用先前迭代的最近邻居测量信息,为个体
智能体设计了一种分布式ILC算法,实现了系统在固
定拓扑和沿时间轴动态变化的切换拓扑下的一致性

收敛. 文献[17]针对测量受限线性MASs的通信拓扑
同时沿有限时间轴和无限迭代轴切换的情况,设计了
基于ILC方法的分布式输出一致性协议,解决了测量
受限MASs一致性跟踪控制问题,且给出了可解一致
性问题的充分性条件.文献[18]针对一类非线性重复
MASs,利用不完全通信数据设计了一种新的分布
式ILC算法,并提出了系统收敛的充分条件,达成了多
智能体在饱和约束、数据丢失和切换拓扑下的一致性

跟踪. 然而,需要指出的是,文献[14, 16–18]所研究的
MASs都有一个共同点,其通信拓扑在切换过程中始
终含有以虚拟领导者为根顶点的生成树,这个条件相
对比较苛刻.因此在MASs通信拓扑不能时刻具有以
虚拟领导者为根顶点的生成树的情况下,如何实现基
于切换拓扑的输出测量受限MASs一致性成为该领域
亟需解决的一个重要问题.

基于以上分析,本文在文献[17]的基础上,针对通
信拓扑同时沿有限时间轴和无限迭代轴切换的测量

受限线性MASs的输出一致性跟踪问题继续展开了深
入的研究.与文献[17]中的系统通信拓扑相比,本文
对MASs通信条件进行了放松,要求系统通信拓扑至
少含有一个沿迭代轴的联合生成树,这就解决了在实
际应用中,由于网络通信条件的复杂多变, MASs通信
拓扑很难时时刻刻都满足以虚拟领导者为根顶点的

生成树的情况. 当然,传感器的测量范围有限,通信拓
扑沿时间轴和迭代轴的双变化以及通信拓扑至少含

有一个沿迭代轴的联合生成树,这些都为MASs达成
一致性增加了困难.

本文的主要贡献有以下3点: 1)针对测量受限线
性MASs的通信拓扑同时沿有限时间轴和无限迭代轴
切换的情况,利用跟随者所能获得的局部信息设计了
分布式输出一致性ILC算法; 2)设计的分布式ILC算
法恰好能通过迭代方式实现对切换拓扑的有效联合,
可以保证系统通信拓扑有一个沿迭代轴的联合生成

树的要求; 3)对MASs通信条件进行了放松,解决了由
于实际网络通信环境的复杂多变, MASs通信拓扑很
难时时刻刻都满足以虚拟领导者为根顶点的生成树

的情况下的系统一致性收敛问题.

2 问问问题题题描描描述述述

MASs中个体之间的通信拓扑用有向图表示,记
为G = (V, E ,A), V = {v1, v2, · · · , vN}为顶点集合,
N为智能体的个数, N ∈N+, E ⊆V×V为边集, A=

[aij] ∈ RN×N为邻接矩阵, aii = 0. 当(vj, vi) ∈ E时,
表明智能体vi可以获得智能体vj的信息,此时aij > 0,
否则aij = 0. Ni = {vl ∈ V|(vl, vi) ∈ E}表示智能体
vi的邻居集. 图G的度矩阵表示为D = diag{d1, d2,

· · · , dN},其中di =
N∑
l=1

ail. 图G的Laplacian矩阵定义

为L = D −A. 如果图G中存在一个特殊的顶点vi,其
有通向图中所有其他顶点的路径,则认为图G含有生
成树,这个特殊顶点被称为根顶点. 此外, I表示单位
矩阵, diag{·}表示对角矩阵, “⊗”表示矩阵的Kron-
ecker积, ℓN = {1, 2, · · · , N}, N+= {1, 2, · · · }, 1N =

[1 1 · · · 1]T.

下面考虑由N个跟随者和1个虚拟领导者组成的
MASs,其跟随者vi的动力学方程为{

ẋi,k(t) = A(t)xi,k(t) +B(t)ui,k(t),

yi,k(t) = C(t)xi,k(t) +D(t)ui,k(t),
(1)

其中: i ∈ ℓN , k ∈ N+为迭代次数; t ∈ [T1, T2] (0 6
T1 < T2)为时间区间; ui,k(t) ∈ Rp为输入变量;
xi,k(t) ∈ Rn为状态变量; yi,k(t) ∈ Rm为输出变量,
且满足m > p; A(t), B(t), C(t), D(t)均为适当维数

的时变系统矩阵; D(t)为列满秩矩阵.
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MASs中的虚拟领导者用v0表示,其动力学方程形
如(1)式,系统矩阵A(t), B(t), C(t), D(t)保持不变,
相应的期望输入、期望状态和期望输出分别为ud(t),
xd(t)和yd(t). 考虑MASs中只有部分跟随者能够直接
获取虚拟领导者的信息,这里用hi,k(t)表示在t时刻

第k次迭代时的跟随者vi和虚拟领导者v0之间的连接

关系.当vi可以直接得到v0的信息时,取hi,k(t) = 1,
否则hi,k(t) = 0. 定义Hk(t) = diag{h1,k(t), h2,k(t),

· · · , hN,k(t)}, hk(t) = [h1,k(t) h2,k(t) · · · hN,k(t)]
T

为t时刻第k次迭代时所有跟随者与虚拟领导者的关

系矩阵.

对于由虚拟领导者v0和跟随者vi组成的MASs,其
通信拓扑可表示为Ḡk(t) = (V ∪ {v0}, Ēk(t), Āk(t)),
其中: Ēk(t)为图Ḡk(t)的边集, Āk(t)为图Ḡk(t)的邻接

矩阵. 这里有

Āk(t) =

[
Ak(t) hk(t)

0 0

]
,

其中Ak(t)=[aij,k(t)]∈RN×N . 此外,跟随者 vi的入

度为d̄i,k(t) =
N∑
l=1

ail,k(t) + hi,k(t),则图Ḡk(t)的度矩

阵为 D̄k(t) = diag{d̄1,k(t), d̄2,k(t), · · · , d̄N,k(t), 0},
相应的拉普拉斯矩阵为

L̄k(t) = D̄k(t)− Āk(t) =[
Lk(t) +Hk(t) − hk(t)

0 0

]
, (2)

跟随者vi的邻居集为

N̄i,k(t) = {vl ∈ V ∪ {v0}|(vl, vi) ∈ Ēk(t)}.

考虑跟随者存在输出测量受限,可设r0 > 0为一

给定常数,跟随者传感器的量程为[−r0, r0],虚拟领导
者输出 yd(t)的元满足max

µ
|yµ

d | 6 r0, µ = 1, · · · ,m.

此时,跟随者vi与邻居之间的通信方式如图1所示.

( )

( )

( )

Sat(·)

( )ȓ
( ) ( )

( )
( )

∈ N ( )
~

图1 跟随者vi通信方式

Fig. 1 Communication mechanism of follower vi

定义跟随者vi的跟踪误差为

ei,k(t) = yd(t)− yi,k(t), (3)

则所求解一致性问题可以转化为设计一个分布式控

制律ui,k(t),使得对MASs中的每一个跟随者,均有

lim
k→∞

[yd(t)− yi,k(t)] = lim
k→∞

ei,k(t) = 0 (4)

成立. 为此,在设计基于ILC的控制律之前,先给出关
于系统的两个假设和需要的3个引理.

假假假设设设 1 对由式(1)给出的输出测量受限MASs,
每次迭代时所有智能体的初态均能重置,即有
xi,k(T1) = xi(T1) = xd(T1)成立.

注注注 1 对于具有重复运行性质的系统,在ILC中,初态

重置假设是个基本条件,它是轨迹能够完美跟踪期望的保

证[9]. 该方法引入MASs领域后,初态重置的条件也普遍存

在[4, 11–12, 14].

假假假设设设 2 对于所考虑的具有虚拟领导者的MASs,
其通信拓扑为Ḡk(t). 各智能体间所有可能的通信拓
扑集合为ḠK = {Ḡ1, Ḡ2, · · · , Ḡk, · · · }, k ∈ N+. 假设
存在一个常量s ∈ N+,使得对于任意t ∈ [T1, T2], v ∈
N+,拓扑图,即

Ḡm(t) =
v+s−1∪
k=v

Ḡk

至少含有一个以虚拟领导者v0为根顶点的生成树,则
认为Ḡm(t)至少有一个联合生成树.

引引引理理理 1 [19] 设Lm
k (t) +Hm

k (t)为Ḡm(t)的相应矩

阵(形如式(2)). 因为Ḡm(t)中存在以虚拟领导者v0为

根顶点的生成树,则Lm
k (t) +Hm

k (t)的所有特征值具

有正实部.

引引引理理理 2 [20] 设x(t), y(t)是[T1, T2]上的实值连

续函数, a > 0,若x(t) 6 c+
w t

T1

(ax(τ) + by(τ))dτ ,

则x(t) 6 cea(t−T1) +
w t

T1

ea(t−τ)by(τ)dτ .

引引引理理理 3 [21] 对任意给定的矩阵M ∈ RN×N ,若
其谱半径ρ(M) < 1,则至少存在一种矩阵范数∥ · ∥,
使得 lim

k→∞
(∥M∥)k = 0.

定定定义义义 1 [21] ∥M(t)∥表示矩阵M在t时刻的某种

范数,基于此范数定义一个λ–范数,其表达式如下:

∥M(·)∥λ = sup
t∈[T1,T2]

e−λt∥M(t)∥,

λ > 0且可任意取值.

3 多多多智智智能能能体体体系系系统统统一一一致致致性性性分分分析析析

为实现控制目标(4),针对跟随者个体设计基于
ILC的控制律为

ui,k+1(t) =

ui,k(t) + γk(t){
∑

j∈Ni

aij,k(t)[satyj,k(t)−

satyi,k(t)] + hi,k(t)[yd(t)− satyi,k(t)]}, (5)

其中: γk(t) ∈ Rp×m表示学习增益, satyi,k(t) =

[saty
(1)
i,k (t) saty

(2)
i,k (t) · · · saty

(m)
i,k (t)]T,且有
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saty
(p)
i,k (t) =


r0, y

(p)
i,k (t) > r0,

y
(p)
i,k (t), −r0 < y

(p)
i,k (t) < r0,

−r0, y
(p)
i,k (t) 6 −r0.

p = 1, · · · ,m. 为便于分析,取

yd(t)− satyi,k(t) = σi,k(t)(yd(t)− yi,k(t)),

其中σi,k(t) = diag{σ(1)
i,k (t), · · · , σ

(m)
i,k (t)},其元素为

σ
(p)
i,k (t) =



y
(p)
d (t)− r0

y
(p)
d (t)− y

(p)
i,k (t)

, y
(p)
i,k (t) > r0,

1, −r0 < y
(p)
i,k (t) < r0,

y
(p)
d (t) + r0

y
(p)
d (t)− y

(p)
i,k (t)

, y
(p)
i,k (t) 6 −r0,

则由0 < σ
(p)
i,k (t) 6 1,可得0 < ∥σi,k(t)∥ 6 1.

跟随者的控制律(5)写成紧凑形式为

uk+1(t) =

uk(t) + ((Lk(t) +Hk(t))⊗ γk(t))×
σk(t)[1N ⊗ yd(t)− yk(t)] =

uk(t) + ((Lk(t) +Hk(t))⊗ γk(t))σk(t)ek(t),

(6)

其中:

uk(t) = [uT
1,k(t) uT

2,k(t) · · · uT
N,k(t)]

T,

yk(t) = [yT
1,k(t) yT

2,k(t) · · · yT
N,k(t)]

T,

ek(t) = [eT1,k(t) eT2,k(t) · · · eTN,k(t)]
T,

σk(t) = diag{σ1,k(t), · · · , σN,k(t)}.

定定定理理理 1 考虑由式(1)给出的具有虚拟领导者的
输出测量受限MASs,若跟随者每次迭代初态满足假
设1,系统通信拓扑满足假设2,跟随者个体基于ILC的
控制律由式(5)给出.那么,如果学习增益γk(t)满足不

等式

sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k

[I − Γξ(t)σξ(t)]∥ < 1, (7)

其中Γξ(t) = (Lξ(t) +Hξ(t))⊗ (D(t)γξ(t)),则随着
迭代次数k的不断增加,系统所有跟随者的输出均收
敛到虚拟领导者的输出,即式(4)成立.

证 由跟踪误差的定义可得

ek+1(t)− ek(t) = −(yk+1(t)− yk(t)) =

−(IN ⊗ C(t))(xk+1(t)− xk(t))−
(IN ⊗D(t))(uk+1(t)− uk(t)) =

−(IN ⊗ C(t))(xk+1(t)− xk(t))−
Γk(t)σk(t)ek(t),

其中:Γk(t)=(Lk(t)+Hk(t))⊗(D(t)γk(t)), xk(t)=

[xT
1,k(t) xT

2,k(t) · · · xT
N,k(t)]

T. 则有

ek+1(t) = (I − Γk(t)σk(t))ek(t)−
(IN ⊗ C(t))(xk+1(t)−xk(t))=

(I − Γk(t)σk(t))ek(t) + ℜk(t). (8)

此处

ℜk(t) = −(IN ⊗ C(t))(xk+1(t)− xk(t)). (9)

通过式(8),由递推有

ek+s(t) =
k+s−1∏
ξ=k

(I − Γξ(t)σξ(t))ek(t) + ℜk+s−1(t) +

(I − Γk+s−1(t)σk+s−1(t))ℜk+s−2(t) +
k+s−1∏

ξ=k+s−2

(I − Γξ(t)σξ(t))ℜk+s−3(t) +

k+s−1∏
ξ=k+s−3

(I − Γξ(t)σξ(t))ℜk+s−4(t) + · · ·+

k+s−1∏
ξ=k+1

(I − Γξ(t)σξ(t))ℜk(t), (10)

对式(10)两端取范数可得

∥ek+s(·)∥λ 6

sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k

(I − Γξ(t)σξ(t))∥∥ek(·)∥λ +

∥ℜk+s−1(·)∥λ +
sup

t∈[T1,T2]

∥I−Γk+s−1(t)σk+s−1(t)∥∥ℜk+s−2(·)∥λ+

sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏

ξ=k+s−2

(I−Γξ(t)σξ(t))∥∥ℜk+s−3(·)∥λ+

· · ·+ sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k+1

(I − Γξ(t)σξ(t))∥∥ℜk(·)∥λ.

(11)

此外,由式(1)可得

xk+1(t)− xk(t) =

xk+1(T1)−xk(T1)+
w t

T1

((IN⊗A(τ))(xk+1(τ)−

xk(τ)) + (IN ⊗B(τ))(uk+1(τ)− uk(τ)))dτ.

(12)

由假设1,并对式(12)两端取范数可得

∥xk+1(t)− xk(t)∥ 6w t

T1

∥IN ⊗A(τ)∥∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+

∥IN ⊗B(τ)∥∥uk+1(τ)− uk(τ)∥dτ =w t

T1

(∥IN ⊗A(τ)∥∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+

∥IN ⊗B(τ)∥∥((Lk(τ) +Hk(τ))⊗
γk(τ))σk(τ)ek(τ)∥)dτ. (13)

令
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a1 = sup
t∈[T1,T2]

∥IN ⊗A(t)∥ = sup
t∈[T1,T2]

∥A(t)∥,

a2 = sup
t∈[T1,T2]

∥IN ⊗B(t)∥ = sup
t∈[T1,T2]

∥B(t)∥,

a3 = sup
t∈[T1,T2]

∥IN ⊗ C(t)∥ = sup
t∈[T1,T2]

∥C(t)∥,

a4 = sup
t∈[T1,T2]

∥(Lk(t) +Hk(t))⊗ γk(t)∥.

(14)

将式(14)代入式(13)可得

∥xk+1(t)− xk(t)∥ 6w t

T1

(a1∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+ a2∥((Lk(τ) +

Hk(τ))⊗ γk(τ))∥∥σk(τ)∥ × ∥ek(τ)∥)dτ 6w t

T1

(a1∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+ a2a4∥ek(τ)∥)dτ.

(15)

根据引理2,式(15)可进一步写为

∥xk+1(t)− xk(t)∥ 6
w t

T1

ea1(t−τ)a2a4∥ek(τ)∥dτ,

(16)

给式(16)两端同乘e−λt可得

∥xk+1(·)− xk(·)∥λ 6w t

T1

e(a1−λ)(t−τ)a2a4∥ek(·)∥λdτ 6

1− e(a1−λ)(T2−T1)

λ− a1

a2a4∥ek(·)∥λ. (17)

由式(9)有

∥ℜk(t)∥λ 6 1− e(a1−λ)(T2−T1)

λ− a1

a2a3a4∥ek(·)∥λ.

(18)

根据定义1可知, λ可任意取值,故当λ取值充分大

时,式 (18)不等号右边的项取值将接近于无穷小,
则 ∥ℜk(t)∥λ可忽略不计.故对式 (11)来说,不等号右
边除第1项外的其他所有项可忽略不计.因此,当

∥
k+s−1∏
ξ=k

[I−Γξ(t)σξ(t)]∥<1时,对于所考虑的MASs

(1),随着迭代次数k的不断增加, ek(t)将不断地趋于0,
即实现目标(4). 证毕.

需要指出的是,在根据定理1的条件实时求解迭代
学习增益γk(t)时始终需要获得σk(t)信息,由于该信
息是全局的,因而导致系统很难在切换拓扑情形下实
现分布式控制.此外,条件(7)中的连乘形式也为设计
学习增益带来不小的困难.为此,通过限定迭代学习
增益γk(t)的形式,给出一个可分布式实现的结果.

定定定理理理 2 考虑由式(1)给出的具有虚拟领导者的
输出测量受限MASs,若跟随者每次迭代初态满足假
设1,系统通信拓扑满足假设2,跟随者个体基于ILC的
控制律由式 (5)给出.当设计γk(t)使得D(t)γk(t) =

ϱk(t)Im成立,且ϱk(t)满足

sup
t∈[T1,T2]

ρ (I −Mk(t)) < 1, (19)

其中: Mk(t)=
k+s−1∑
ξ=k

(Lξ(t)+Hξ(t))⊗(ϱk(t)Im); ρ(·)

为矩阵的谱半径, ϱk(t)是一个随通信拓扑变化的实
数. 则随着迭代次数k的不断增加,系统所有跟随者
的输出均收敛到虚拟领导者的输出,即式(4)成立.

证 由假设2和引理1可知

Lm
k (t) +Hm

k (t) =
k+s−1∑
ξ=k

(Lξ(t) +Hξ(t)),

由图论可知, Lξ(t) +Hξ(t)的第 i行 j列 (i ̸= j)元

素为−aij,ξ(t),其第 i行主对角线元素为 d̄i,ξ(t) =
N∑

l=1;l ̸=i

ail,ξ(t) + hi,ξ(t). 假设− am
ij,k(t)为Lm

k (t)的第i

行j列元素, d̄mi,k(t)为Lm
k (t) +Hm

k (t)的第i行主对角

线元素, hm
i,k(t)为Hm

k (t)的第i个对角元素.则有

am
ij,k(t) =

k+s−1∑
ξ=k

aij,ξ(t),

d̄mi,k(t) =
k+s−1∑
ξ=k

d̄i,ξ(t),

hm
i,k(t) =

k+s−1∑
ξ=k

hi,ξ(t).

由于Mk(t)满秩,假设矩阵I−Mk(t)的特征值为

λp
i,k(t), i = 1, 2, · · · , N , p = 1, 2, · · · ,m,且由条件

(19)可知|λp
i,k(t)| < 1. 则由圆盘定理可知

|λp
i,k(t)− (1− (

N∑
j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|+ hm

i,k(t))ϱk(t))| 6
N∑

j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t),

从而有

1− 2
N∑

j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)− hm

i,k(t)ϱk(t) 6

λp
i,k(t) 6 1− hm

i,k(t)ϱk(t). (20)

结合|λp
i,k(t)| < 1与式(20)有

−1<1−2
N∑

j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)−hm

i,k(t)ϱk(t) 6

λp
i,k(t) < 1− hm

i,k(t)ϱk(t), (21)

因为hm
i,k(t) = 0或1,此处可知0 < ϱk(t) < 1.

进一步地,设λ̄p
i,k(t)为I −Mk(t)σk(t)的任意一

个特征值,则由圆盘定理可知

|λ̄p
i,k(t)− (1− (

N∑
j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|+

hm
i,k(t))ϱk(t)σ

p
i,k(t))| 6

N∑
j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)σ

p
j,k(t),
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则有

1− hm
i,k(t)ϱk(t)σ

p
i,k(t)−

N∑
j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)σ

p
i,k(t)−

N∑
j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)σ

p
j,k(t) 6

λ̄p
i,k(t) 6

1−
N∑

j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)σ

p
i,k(t)+

N∑
j=1;j ̸=i

|am
ij,k(t)|ϱk(t)σ

p
j,k(t)−

hm
i,k(t)ϱk(t)σ

p
i,k(t). (22)

对于某个跟随者vi,由式(8)可有

ei,k+1(t) =

N∑
j=1;j ̸=i

aij,k(t)ϱk(t)σj,k(t)ej,k(t)+

(I − (
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(t)|+

hi,k(t))ϱk(t)σi,k(t))ei,k(t)−

C(t)(xi,k+1(t)− xi,k(t)). (23)

令

αi,k(t) =

(
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(t)|+ hi,k(t))ϱk(t)σi,k(t),

βj,k(t) = aij,k(t)ϱk(t)σj,k(t),

ℜi,k(t) = −C(t)(xi,k+1(t)− xi,k(t)).

(24)

类似于式(8)到式(11),有

∥ei,k+s(·)∥λ 6

sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k

(I − αi,ξ(t))∥ ×

∥ei,k(·)∥λ + ∥ℜi,k+s−1(·)∥λ +

sup
t∈[T1,T2]

∥I − αi,k+s−1(t)∥∥ℜi,k+s−2(·)∥λ +

sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏

ξ=k+s−2

(I − αi,ξ(t))∥∥ℜi,k+s−3(·)∥λ +

· · ·+ sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k+1

(I − αi,ξ(t))∥∥ℜi,k(·)∥λ +

sup
t∈[T1,T2]

N∑
j=1;j ̸=i

(∥βj,k+s−1(t)∥∥ej,k+s−1(·)∥λ) +

sup
t∈[T1,T2]

∥I − αi,k+s−1(t)∥ ×

N∑
j=1;j ̸=i

(∥βj,k+s−2(t)∥∥ej,k+s−2(·)∥λ) +

sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏

ξ=k+s−2

(I − αi,ξ(t))∥ ×

N∑
j=1;j ̸=i

(∥βj,k+s−3(t)∥∥ej,k+s−3(·)∥λ) +

· · ·+ sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k+1

(I − αi,ξ(t))∥ ×

N∑
j=1;j ̸=i

(∥βj,k(t)∥∥ej,k(·)∥λ). (25)

由式(12)可以得出

xi,k+1(t)− xi,k(t) =w t

T1

(A(τ)(xi,k+1(τ)− xi,k(τ))+

(
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(τ)|+

hi,k(τ))B(τ)γk(τ)σi,k(τ)ei,k(τ)−
N∑

j=1;j ̸=i

(aij,k(τ)B(τ)γk(τ)σj,k(τ)ej,k(τ)))dτ, (26)

对第k次迭代的每个时刻t, ej,k(t)和ei,k(t)之间有某

合适的倍数关系,即存在某合适的数值ϕij,k(t)使得

ej,k(t) = ϕij,k(t)ei,k(t). 则有

xi,k+1(t)− xi,k(t) =w t

T1

(A(τ)(xi,k+1(τ)− xi,k(τ)) +

((
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(τ)|+hi,k(τ))B(τ)γk(τ)σi,k(τ)−

N∑
j=1;j ̸=i

(aij,k(τ)B(τ)γk(τ)×

σj,k(τ)ϕij,k(τ)))ei,k(τ))dτ. (27)

令

b1 = sup
t∈[T1,T2]

∥(
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(τ)|+

hi,k(τ))B(τ)γk(τ)σi,k(τ)−
N∑

j=1;j ̸=i

(aij,k(τ)B(τ)γk(τ)×

σj,k(τ)ϕij,k(τ))∥.

由式(27)有

∥xi,k+1(t)− xi,k(t)∥ 6w t

T1

b1∥ei,k(τ)∥dτ +w t

T1

a1∥xi,k+1(τ)− xi,k(τ)∥dτ. (28)

对式(28)不等号两边同乘e−λt有

∥xi,k+1(·)− xi,k(·)∥λ 6w t

T1

b1∥ei,k(·)∥λe−λ(t−τ)dτ +
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T1

a1∥xi,k+1(·)− xi,k(·)∥λe−λ(t−τ)dτ. (29)

由式(29)可得

∥xi,k+1(·)− xi,k(·)∥λ 6

b1
1− eλ(T1−T2)

λ

1− a1

1− eλ(T1−T2)

λ

∥ei,k(·)∥λ =

b1(1− eλ(T1−T2))

λ− a1(1− eλ(T1−T2))
∥ei,k(·)∥λ, (30)

故对ℜi,k(t)有

∥ℜi,k(·)∥λ 6 a3∥xi,k+1(·)− xi,k(·)∥λ 6
a3b1(1− eλ(T1−T2))

λ− a1(1− eλ(T1−T2))
∥ei,k(·)∥λ.

(31)

正如定理1的证明中所讨论的,当λ的取值足够大

时, ∥ℜi,k(·)∥λ的值会接近无穷小. 因此式 (25)不等
号右边包含 ∥ℜi,·(·)∥λ的项可以忽略不计,并且包含
ej,·(·)的项可以看作扰动.此外,在s次迭代期间,根据
假设2可知,任一跟随者vi在至少有一次迭代中至少

有一个邻居.也就是说,在s次迭代期间,可能存在某
个跟随者vi在某次迭代中没有邻居.所以讨论可以分
为两种情况: 一种是跟随者 vi没有邻居.在这种情

况下,由
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(t)|+hi,k(t)=0可知I−αi,ξ(t)=

I;另一种是跟随者vi至少有一个邻居.在这种情况下,
N∑

j=1;j ̸=i

|aij,k(t)|+ hi,k(t) ̸= 0, I − αi,ξ(t)是一个对角

矩阵,由式(21)和∥σi,k(t)∥ 6 1可知,其对角线元素的

绝对值小于1. 因此,有 sup
t∈[T1,T2]

ρ(
k+s−1∏
ξ=k

(I−αi,ξ(t)))<

1. 根据引理3, sup
t∈[T1,T2]

∥
k+s−1∏
ξ=k

(I −αi,ξ(t))∥ < 1成立.

综上可知, ∥ei,k+s(·)∥λ将随着迭代次数k的增加

而不断减小. 如果跟随者vi除了v0之外没有邻居,
ei,k(t)将直接降为 0;如果跟随者 vi至少有一个如

vj, j ∈ Ni的邻居, ei,k(t)将不会直接降为 0. 由于
对 ∥ej,k+s(·)∥λ而言,也有形如式 (25)的存在,则
∥ej,k+s(·)∥λ也将随着迭代次数k的增加而不断减小,
这将促使ei进一步减小. 同理, el, l ∈ Nj将促使ej进

一步减小,进而使ei更进一步趋于减小. 所以,在这个
迭代过程中,每个跟随者的跟踪误差e之间都会相互

影响,并逐渐降为0. 这意味着所考虑MASs(1)中所有
跟随者的输出将收敛于虚拟领导者的输出,即式(4)
最终成立. 证毕.

注注注 2 当MASs每经过s次切换的联合拓扑图具有相同

结构,即矩阵Lm
k (t)+ Hm

k (t)固定不变时,根据定理2中的条

件(19)求得的参数ϱk(t)为一常数. 也就是说,在系统运行前

即可根据ϱk(t)获得学习增益γk(t),因此定理2所给出的条件

在这种情形下是分布式的.

注注注 3 当MASs每经过s次切换的联合拓扑图具有不同

结构,即矩阵Lm
k (t)+ Hm

k (t)不断变化时,此时根据条件(19)

所确定的ϱk(t)也是时变的,因此无法实现分布式计算.但经

过分析表明,如果将系统每经过s次切换的联合拓扑图视为完

全图时,根据条件(19)所求得的ϱk(t)为区间(0,
1

N + 1
)中的

某一常数,且能够使系统在通信拓扑图满足假设2的条件下收

敛,此时可在系统运行前根据ϱk(t)获得学习增益γk(t),从而

使定理2所给出的条件是分布式的. 需要说明的是,这种处理

方法会使系统的收敛速度变慢,带来一定的保守性.

注注注 4 由于D(t)列满秩,因此对于学习增益γk(t)中的

某一列,可由D(t)γk(t) = ϱk(t)Im列出p个线性无关方程联

立求解得出.同理,其他列元素也可分别求出.

注注注 5 与定理1相比,定理2在求解迭代学习增益γk(t)

时,只需根据条件 (19)求得合适的 ϱk(t),而不受全局信息

σk(t)的影响,因此可实现算法的分布式.

4 仿仿仿真真真

本节对所得结果进行仿真验证. 考虑由5个跟随者
和1个虚拟领导者组成的MASs,各智能体之间构成的
有向通信拓扑状态及切换机制如图2所示.

a

a

b

b

d

d

c

c

( 1 )
0 2 5

1 3 4

0 2 5

1 3 4

0 2 5

1 3 4

0 2 5

1 3 4

图 2 4种状态的有向拓扑图和切换机制

Fig. 2 Directed topology graphs and switching mechanism
of four states

由图可见,每种状态的拓扑图各自没有生成树,但
4种状态的拓扑图集含有以虚拟领导者为根顶点的联
合生成树. 为了分析简单,每条连接边的权值取为1.
设t∈ [T1, T2]=[1, 3], s= 4, r0 = 8. 另外,假设每次
迭代后MASs的通信拓扑会自动切换到下一个状态,
并且假设在时间段1 ∼ 1.5 s内,通信拓扑从Ga开始切

换,而在1.5 ∼ 2 s, 2 ∼ 2.5 s, 2.5 ∼ 3 s的3个时间段
内可以分别从4个状态中的任意一个开始切换.这样,
智能体之间的通信拓扑同时沿迭代轴k和时间轴t变

化. 由于空间的限制,这里不对联合拓扑图的拉普拉
斯矩阵和关系矩阵等进行给出.
取系统矩阵为

A(t)=

[
0.5t 1.6

0.6t −0.9t

]
, B(t)=

[
1 −4t

5t 6t

]
,

C(t)=

[
−5.4t 3.7t

3.9 −3.8t

]
, D(t)=

[
3t 5t

−7t 6t

]
.
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取虚拟领导者的初始状态为xd(T1) = 0,期望输
入ud(t)为

ud(t)=

[
ud1

ud2

]
=

[
0.045 cos(0.8t)− 0.03 sin(2t)

0.07 cos(3t)− 0.05 cos t

]
,

然后, ϱk(t)的值可依据式 (19)的推导公式min
i
(1−

λL
i ϱk(t)) > 0和max

i
(1− λL

i ϱk(t)) < 1估计获得. 其

中λL
i 是矩阵

k+s−1∑
ξ=k

(Lξ(t) +Hξ(t))的第i个特征值,则

求取增益ϱk(t) = 0.3. 于是相应的学习增益γk(t)为

γk(t) = 0.3D(t)−1 =
1

t

[
0.0340 − 0.0283

0.0396 0.0170

]
,

易验证 sup
t∈[T1,T2]

ρ(I−(Lm
k (t)+H

m
k (t))⊗0.3I2) = 0.7<

1成立. 即满足定理2条件.

当 ϱk(t) = 0.3, t ∈ [1, 3]时,所提控制算法下,
MASs的输出一致性收敛情况如图3–4所示. 图3和图
4分别为系统在第10、第80、第140次迭代时各智能体
的第1维和第2维输出轨迹及相应的系统跟踪误差沿
迭代轴的变化趋势. 由图可见,在迭代前期各跟随者
会出现输出饱和受限现象,但随着迭代次数不断增加,
跟随者输出均被控制到了系统测量阈值范围内.此外,
系统跟踪误差在第140次迭代后趋于0并保持稳定. 可
以表明,经过140次的迭代学习,系统每个跟随者的输
出均能够在时间区间[1, 3]上很好地跟踪虚拟领导者
的期望输出.

为对比分析,针对本计算实例,根据注4的结论,可

取ϱk(t)为区间(0,
1

6
)中的某一常数,这里取ϱk(t) =

0.1. 于是相应的学习增益γk(t)为

γk(t) = 0.1D(t)−1 =
1

t

[
0.0113 − 0.0094

0.0132 0.0057

]
,

易验证 sup
t∈[T1,T2]

ρ(I−(Lm
k (t)+H

m
k (t))⊗0.1I2)=0.9<

1成立. 即满足定理2条件.
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图 3 在第10、第80、第140次迭代时各智能体的输出y1

和系统跟踪误差范数(ϱk(t) = 0.3)
Fig. 3 Output y1 of each agent at the 10th, 80th, 140th iter-

ation and the norm of system tracking error (ϱk(t) =
0.3)

当ϱk(t)=0.1, t∈ [1, 3]时,所提控制算法下, MA-
Ss的输出一致性收敛情况如图5–6所示. 图5和图6分
别为系统在第10、第80、第140次迭代时各智能体的
第1维和第2维输出轨迹及相应的系统跟踪误差沿迭
代轴的变化趋势. 由图可见,在迭代前期各跟随者同
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样会出现输出饱和受限现象,但随着迭代次数不断增
加,各跟随者输出依然被控制到了系统测量阈值范围
内.不同的是,系统跟踪误差在第400次迭代后趋于0

并保持稳定. 可以表明,经过400次的迭代学习,系统
各跟随者的输出均能够在时间区间[1, 3]上很好地跟
踪虚拟领导者的期望输出.
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图 4 在第10、第80、第140次迭代时各智能体的输出y2和系统跟踪误差范数(ϱk(t) = 0.3)

Fig. 4 Output y2 of each agent at the 10th, 80th, 140th iteration and the norm of system tracking error (ϱk(t) = 0.3)

通过分别对比图3和图5、图4和图6,可以发现,当
取ϱk(t) = 0.3和ϱk(t) = 0.1时,系统的每个跟随者都
能在所提出的分布式算法下很好地跟踪虚拟领导者

的期望输出,但当ϱk(t) = 0.1时,系统输出一致性收
敛速度变慢,系统跟踪误差趋于稳定需要的迭代次数
增多,系统控制的保守性增大.
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图 5 在第10、第80、第140次迭代时各智能体的输出y1和系统跟踪误差范数(ϱk(t) = 0.1)

Fig. 5 Output y1 of each agent at the 10th, 80th, 140th iteration and the norm of system tracking error (ϱk(t) = 0.1)
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图 6 在第10、第80、第140次迭代时各智能体的输出y2和系统跟踪误差范数(ϱk(t) = 0.1)

Fig. 6 Output y2 of each agent at the 10th, 80th, 140th iteration and the norm of system tracking error (ϱk(t) = 0.1)

5 结结结论论论

工程应用实际中, MASs大量存在输出测量受限和
通信拓扑时变情况. 本文针对一类具有虚拟领导者的

连续线性MASs,研究了系统在输出测量受限和联合
连通切换拓扑下的基于ILC的输出一致性问题.通过
利用饱和函数对系统输出测量受限情形进行建模,并
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在系统通信拓扑至少包含有一个沿迭代轴的联合生

成树且同时沿有限时间轴和无限迭代轴切换的条件

下,根据跟随者所能获得的局部信息设计了一种分布
式输出一致性ILC算法. 此外,给出了使所有跟随者的
输出可以很好地跟踪虚拟领导者输出的两个充分条

件,其中第2个条件避免了全局信息σk(t)对学习增益

设计的影响,实现了算法的分布式. 从仿真结果看,本
文很好地解决了联合连通切换拓扑下输出测量受限

线性MASs的输出一致性问题.
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