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摘要: 对攻击角度和时间进行控制, 可以使得多枚导弹按照特定的角度和时间对目标进行打击, 在军事上有广泛

的应用前景. 目前已有控制攻击角度和时间的制导律极少考虑速度变化的情况, 在实际运用中具有较大的局限性.
本文基于贝塞尔曲线加直线的二段式轨迹, 首先分析并证明了该轨迹长度和最大曲率的变化规律, 在此基础上, 通
过二分法确定初始轨迹, 针对飞行过程中的诱导阻力和其它扰动, 设计了Bezier-PI控制算法, 通过动态调整轨迹长

度来实现攻击时间的高精度控制. 该制导算法计算量小, 鲁棒性强, 适用于弹载计算机实时计算. 通过仿真实验, 验
证了该算法可以高精度的控制攻击时间以及攻击角度.
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An impact time and angle control guidance law under
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Abstract: Impact-time-and-angle-control guidance (ITACG) law can realize that multiple missiles strike from different
impact angles at the same time, which has a wide range of military applications. However, the current methods to solve the
ITACG problem rarely consider the variable speed which will cause great limitations in practical application. Based on the
two-segment trajectory of Bezier curve and straight line, we analyze the pattern of maximum curvature of the trajectory, and
prove that the trajectory length is monotonic with straight-line length. Second, this paper uses binary search to determine the
whole trajectory. Third, to control the impact time, we design a Bezier-PI controller that dynamically adjusts the straight-
line length. The guidance algorithm has small calculation and strong robustness, which is suitable for real-time calculation
by missile-borne computers. The simulation results verified that the algorithm has strong robustness to the induced drag
and parasite drag disturbance and can reach a high precision impact time and impact angle.
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1 引引引言言言

包含攻击角度和时间的制导律(impact-time-and-
angle-control guidance, ITACG)可以控制导弹按照特

定的角度和时间对目标实施打击, 在军事上具有较高

的实战价值. 尤其对于协同对海突击而言, 该类型制

导律可以降低对方防空系统的拦截效果, 提高突防概

率.

文献[1]在文献[2]的基础上, 加入攻击时间约束得

到了一种ITACG制导律. 文献[1]假设航迹角接近于0,

然后求解线性二次最优控制问题得到了控制量的解

析式. 该解析式由角度约束下的偏置比例导引和时间

的控制项组成. 文献[3]在假设导弹做匀速或匀加减速

的前提下, 设计出带有攻击角度和攻击时间控制的三

维制导律, 并使用Lyapunov理论证明了系统的稳定

性. 文献[4]通过构造虚拟领弹, 将控制攻击角度和攻

击时间问题转化为跟踪虚拟领弹的问题. 文献[5]对文
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献[1]中的算法进行了改进, 针对航迹角较小的情况设

计了补偿算法, 提高了期望攻击角度偏大时的攻击精

度. 文献[6]在不假设航迹角小的前提下, 使用最优控

制理论设计出ITACG控制律. 文献[7]在估计飞行时间

的基础上使用双圆弧规划路径, 可以实现攻击角度和

攻击时间控制. 文献[8]将三维攻击时间和角度分为两

个阶段进行控制, 第1个阶段进行时间精控和角度粗

控, 第2个阶段实施角度精确控制. 文献[9]基于微分

对策方法和最优控制律设计了协同制导律. 文献[10]
提出了一种改进修正比例导引律, 可控制机载导弹垂

直命中目标且攻击时间更为精准. 文献[11]通过设计

视线角随横坐标变化的多项式函数, 使用滑模控制律

进行跟踪控制. 文献[12] 以目标为球心, 构造以领弹

到目标的距离为半径的虚拟球体, 通过从弹跟踪球体

上的虚拟点来实现协同打击. 文献[13]首先提出了一

种偏置比例导引控制律用于控制攻击角度, 通过推导

剩余飞行时间计算公式, 最终形成了可以同时控制时

间和角度的制导律. 文献[14]通过迭代优化虚拟点实

现ITACG制导律. 文献[15]将时变比例导引系数问题

转化为一个非线性最优控制问题, 并使用内点法进行

了求解. 文献[16]在制导律中加入了加速度终端约束.
文献[17]在角度控制的基础上推导了剩余飞行时间计

算公式, 最终使用滑模控制律实现了时间与攻击角度

的控制. 以上控制攻击时间和攻击角度的制导律, 基
本没有考虑导弹本身的阻力对速度的影响, 在实践中

应用较为困难.

为了设计变速度条件下控制攻击角度和攻击时间

的制导律, 本文采用了几何制导的方法. 类似于文献

[18]使用一段圆弧加一段直线组成打击轨迹, 本文采

用贝塞尔曲线加直线的方式形成打击轨迹[19–20]. 贝
塞尔曲线是计算机图形学中常用的参数曲线, 可用于

轨迹规划和制导律设计[21–22]. 本文首先证明了该型

轨迹最大曲率以及长度变化规律, 并根据速度剖面规

划相应长度的二段式轨迹. 跟踪该轨迹可以实现攻击

角度的控制, 且在无诱导阻力和扰动的前提下可在预

定的攻击时间实施打击. 对于诱导阻力和扰动存在的

情况, 本文设计了实时调整轨迹长度算法, 并通过仿

真实验验证了算法的有效性. 主要贡献可总结如下:

1) 证明了当发射角与期望攻击角不变时, 二段式

轨迹长度随直线段长度的增加而单调增加.

2) 证明了当发射角与期望攻击角不变时, 二段式

轨迹最大曲率变化规律.

3) 设计了一种Besier-PI控制器, 用于调节轨迹长

度, 实现高精度时间控制.

本文组织结构如下: 第2节对解决的问题进行了描

述; 第3节证明了二段式轨迹长度的单调性与最大曲

率的变化规律, 并设计了制导律; 第4节对典型的导弹

进行了仿真实验, 验证了算法的有效性; 第5节进行了

总结.

2 问问问题题题描描描述述述

图1描述了典型的ITACG问题. 初始状态包括初始

发射角θ1; 期望攻击角θ2; 期望攻击时间tD; 视线角和

航迹角分别为λ和θ; 速度方向与视线的夹角为σ; 导
弹飞行速度为V (t); 横侧向最大加速度为amax; 实际

侧向加速度为acmd.

图 1 在ITACG问题中主要变量

Fig. 1 The main variable of ITACG

为了综合考虑发动机推力, 诱导阻力和寄生阻力

对速度产生的影响, 速度模型可表示为

V̇ =
T −D

m
, (1)

其中: T表示发动机推力; D表示气动阻力; m表示导

弹质量. 相关模型如下 [23]:

T (t) =

{
Ten, t 6 ten,

0, t > ten,
(2)

D(t) = 0.5ρV (t)
2
SCD +

kDm
2

0.5ρV (t)
2
S
a2, (3)

m(t) =

{
m0 −

∫ t

0
µdt, t 6 ten,

m0 −mfu, t > ten,
(4)

其中: Ten表示导弹发动机工作时的推力; ten表示导弹

发动机工作时间; CD表示寄生阻力系数; kD为诱导阻

力系数; ρ表示空气密度; S表示导弹横截面积; a表示

侧向加速度; m0表示初始质量; mfu表示燃料质量;
µ表示发动机工作时单位时间损失的质量.

在本文中, 约定初始发射点坐标为E1(x1, y1), 目
标点坐标为E2(x2, y2), x(t)和y(t)分别表示导弹的实

时位置, 则ITACG问题实际上可表示为
lim
t→tD

θ(t) → −θ2,

lim
t→tD

x(t) → x2,

lim
t→tD

y(t) → y2.

(5)

为了解决时变条件下的ITACG问题, 本文采用文
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献[20]中的二段式制导轨迹, 如图2所示. 其中发射线

和攻击线的方程可表示为{
y = tan θ1(x− x1) + y1,

y = − tan θ2(x− x2) + y2.
(6)

图 2 二段式轨迹

Fig. 2 Two segment trajectory

图2中，Pc点为发射线和攻击线的交点. 二段式

轨迹第1段为贝塞尔曲线, 其方程可描述为

B(τ) = (1− τ)2E1 + 2τ(1− τ)Pc + τ 2E3,

0 6 τ 6 1, (7)

即τ从0到1变化的过程中, 曲线每一坐标点可通过上

式计算得到. 二段式轨迹第2段为攻击线段
−−−→
E3E2. 为

了方便下文描述, 使用BE1,Pc,E3
表示起点为E1; 控制

点为Pc(xc, yc); 终点为E3(x3, y3)的贝塞尔曲线, 并使

用|BE1,Pc,E3
|表示该段曲线的长度. 使用BE1,Pc,E3

(τ)

表示特定τ对应的点坐标. 整个二段式轨迹表示

为BE1,Pc,E3,E2
, 其轨迹长度表示为

|BE1,Pc,E3,E2
| = |BE1,Pc,E3

|+ |
−−−→
E3E2|, (8)

则可以通过选取E3 ∈
−−−→
PcE2 使得下式成立:

β(tD, E3) =
∫ tD
0

∫ t

0
V̇ (σ)dσdt− |BE1,Pc,E3,E2

| = 0.

(9)

文献[19–20]使用网格自适应直接搜索法寻找合

适的E3点. 该算法复杂度高, 且精度不易保障. 当速

度发生变化时, 攻击时间控制精度较低. 本文基于曲

线长度的单调性, 设计了一种实时调节轨迹长度的算

法, 实现了攻击时间的高精度控制.

3 制制制导导导律律律设设设计计计

本节首先分析了BE1,Pc,E3,E2
轨迹长度及最大曲率

的变化规律, 证明了二段式轨迹长度|BE1,Pc,E3,E2
|

随着|PcE3|的增加而减小; 证明了最大曲率或者单调

变化或者先减小后增加. 基于这两个变化规律, 提出

了轨迹设计算法和Bezier-PI控制器, 实现了高精度攻

击时间和角度控制.

3.1 轨轨轨迹迹迹长长长度度度单单单调调调性性性证证证明明明

不失一般性, 本文假设x1 = y1 = y2 = 0. 在此基

础上, 可有如下定理.

定定定理理理 1 对于任意 E3 ∈
−−−→
PcE2, 如果

π

2
>θ1>0

且
π

2
>θ2>0 , 轨迹长度|BE1,Pc,E3,E2

|随|PcE3|长度

增加而单调减小.

证证证 本文将曲线BE1,Pc,E3
对应的函数表示为

f(x), 06x6x3; 线段
−−−→
E3E2 对应的函数表示为 g(x),

x3 < x6x2, 则二段式轨迹BE1,Pc,E3,E2
对应的函数

可表示为

T (x) =

{
f(x), 0 6 x 6 x3,

g(x), x3 < x 6 x2,
(10)

显然, T (x)在E3光滑可导. 此定理的证明可以通过

以下步骤形成: 首先, 证明 T (x)为凸函数, 即证明
dT 2(x)

dx2
6 0. 对于任意的0 6 x 6 x2,

dT 2(x)

dx2
可计

算为

dT 2(x)

dx2
=


−x3yc

2(τx3 + (1− 2τ)xc)
3 , 0 6 x 6 x3,

0, x3 < x 6 x2,

(11)
因此, 该函数T (x)为凸函数.

其次, 证明对任意∀E3, E
′
3∈

−−−→
PcE2, 如果x3> x′

3,
y3< y′

3, 则对x ∈ [0, x2],T (x) 6 T ′(x)成立. 此处需

注意T ′(x)表示E′
3对应的贝塞尔函数, 不表示T (x)的

导数. 曲线BE1,Pc,E3
的y轴坐标根据式(7)可计算为

y = 2τ(1− τ)yc + τ 2y3, (12)

当τ与yc保持不变时, y随y3增加而单调增加. 因此,
对于E′

3和E3而言, max f ′(x) > max f(x). 即至少在

BE1,Pc,E3
′,E2

上有一点x̄, 使得T ′(x̄) > T (x)成立.
下面证明T (x) 6 T ′(x)对于x1 6 x 6 x2处处成立.
因为曲线BE1,Pc,E′

3,E2
与曲线BE1,Pc,E3,E2

的起点和终

点相同, 则假设T (x) 6 T ′(x)对于x1 6 x 6 x2不是

处处成立, 则BE1,Pc,E3
与BE1,Pc,E′

3
将会相交于除E1

和E2以外的点. 假设存在τ和τ ′使得下式成立:

BE1,Pc,E3
(τ) = BE1,Pc,E3

′(τ ′),

0 < τ < 1, 0 < τ ′ < 1, (13)

则该式展开可得下式:
2τ1 (1− τ1)xc + τ1

2x3 =

2τ1
′ (1− τ1

′)xc + τ ′
1
2x3

′,

2τ1 (1− τ1)yc + τ1
2y3 =

2τ1
′ (1− τ1

′)yc + τ ′
1
2y3

′,

(14)

将yc = − tan θ2(xc−x2), y3 = − tan θ2(x3 − x2)和

y′
3=− tan θ2(x

′
3−x2)代入式(14), 则可得如下两式:

2τ1(1− τ1)xc + τ1
2x3 =

2τ ′
1(1− τ ′

1)xc + τ ′2
1 x

′
3, (15)
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2τ1(1− τ1)(xc − x2) + τ1
2(x3 − x2) =

2τ ′
1(1− τ ′

1)(xc − x2) + τ ′2
1 (x′

3 − x2), (16)

把式(15)与式(16)相减, 则可得下式:

2τ1x2 − τ1
2x2 = 2τ ′

1x2 − τ ′2
1 x2, (17)

对于x2 ̸= 0且0 < τ1, τ
′
1 6 1, 因为2τ − τ 2单调递增,

因此τ1 = τ ′
1, 矛盾. 故T (x) 6 T ′(x)对0 6 x 6 x2处

处成立. 又因为T (x)与T ′(x)均为凸函数, 则整个曲

线T (x)包裹在T ′(x)中.

最后, 根据包络原理, 得出

|BE1,Pc,E3,E2
| < |BE1,Pc,E′

3,E2
|成立. 证毕.

从证明过程中可以看出, 定理一成立的基础是整

个曲线为凸函数, 且任意贝塞尔曲线不相交, 因此, θ1
和θ2 并不是必须属于区间(0,

π

2
). 该定理成立当且仅

当发射线与攻击线相交, 且
−−−→
E1Pc 是发射方向,

−−−→
PcE2

为期望攻击方向.

3.2 最最最大大大曲曲曲率率率单单单调调调性性性证证证明明明

轨迹的最大曲率直接影响导弹是否能有效跟踪轨

迹. 如果最大曲率过大, 则可能会出现导弹最大侧向

加速度无法满足需求的情况. 本文通过分析二段式轨

迹最大曲率的变化规律, 可以计算得到满足最大加速

度限制下E3的位置. 通过文献[19–20]可知, 贝塞尔曲

线BE1,Pc,E3
曲率k(τ)可表示为

k(τ) =
−4|E1E3|h13

|
dBE1,Pc,E3(τ)

dτ
|3
, (18)

其中h13是点Pc到线段
−−−→
E1E3的距离, 如图3所示. 图中

Pc, E1, E3, P ′
c 组成平行四边形.

图 3 贝塞尔曲线曲率计算方法示意图

Fig. 3 Curvature of Bezier curve.

为了方便下文叙述, 记∠PcE1P
′
c = θ̂ = θ1 + θ2,

∠E1PcP
′
c = α, |E1Pc| = l. 当E3从Pc点 变 化 到E2

点时, 对应α角最小为0, 最大不超过π− θ1 − θ2. 设H

点 为 线 段
−−→
P ′

cPc的 任 意 一 点, 则|dBE1,Pc,E3
(τ)

dτ
|的

数值大小与2倍的|E1H|一一对应[17–18]. 即, 对任意

06τ 6 1, 都存在一点H 使得 |dBE1,Pc,E3
(τ)

dτ
|=

2|E1H| 成 立, 特 殊 情 况 下 |dBE1,Pc,E3
(τ)

dτ
|τ=0=

2|E1Pc|, |
dBE1,Pc,E3

(τ)

dτ
|τ=1 =2|E1P

′
c|从 文 献

[19–20]可知

|k(τ)| ∝ S∆E1PcE3

|dBE1,Pc,E3
(τ)

dτ
|3

=

S∆E1PcP ′
c

|dBE1,Pc,E3
(τ)

dτ
|3
, (19)

则k(τ)的最大值等价于从
−−→
P ′

cPc上选取一点H , 使

得
S∆E1PcP ′

c

|E1H|3
的值最大. 则关键点在于考察H点在Pc,

P ′
c或为

−−→
P ′

cPc垂足的情况.

定定定理理理 2 如果∠E1PcPc
′ <

π

2
且∠E1P

′
cPc >

π

2
成立, 则最大曲率随|PcE3|增加而单调递减; 如果

∠E1PcP
′
c <

π

2
且∠E1P

′
cPc <

π

2
成立, 则最大曲率

随|PcE3|的 增 加 先 减 小 后 增 加, 且 拐 点 在α =

(arcsin(− sin θ̂/3)− θ̂)

2
; 如 果 ∠E1PcPc

′ >
π

2
, 且

∠E1P
′
cPc <

π

2
成立, 则最大曲率随|PcE3|的增加而

单调增加.

证证证 当∠E1PcP
′
c <

π

2
且∠E1P

′
cPc >

π

2
成立时,

点H在
−−→
PcP

′
c的延长线上.

最大曲率可计算为

|k(τ)|max ∝
S∆E1PcP ′

c

|E1P ′
c|

3 =
0.5× l × sin θ̂

|E1P ′
c|

2 , (20)

因为|E1P
′
c| = |PcE3|, 所以最大曲率随|PcE3|的增加

而减小.

当 ∠E1PcP
′
c <

π

2
, ∠E1P

′
cPc <

π

2
成立时, 最大

曲率意味着H点为垂足, 则E1H⊥PcP
′
c成立. 则记

h= l sinα, 根据几何关系|PcP
′
c| = l cosα+ l sinα/

tan(π − α− θ̂). 最大曲率可计算为

|k(τ)|max ∝ 0.5

l2
×

cosα− sinα

tan(α+ θ̂)

sin2 (α)
, (21)

由于l为常数, 经过简化, 可得下式:
1

|k(τ)|max

∝ sin2 (α) sin(α+ θ̂), (22)

式(22)对α求偏导可得

∂(
1

|k(τ)|max

)

∂α
∝ sinα(3 sin(2α+θ̂)+ sin θ̂), (23)
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因为0 < α <
π

2
, 则2α+ θ̂ < 1.5π, 故式(23)最多有1

个根, 即

α0 =
arcsin(−1

3
sin θ̂)− θ̂

2
, (24)

因此可知, 当α < α0, |k(τ)|max单调递减; 当α > α0,
|k(τ)|max单调递增.

如果∠E1PcPc
′>

π

2
, ∠E1Pc

′Pc <
π

2
, 点H在

−−−→
Pc

′Pc

的延长线上, 则最大曲率可计算为

|k(τ)|max ∝ 0.5× |E1P
′
c| × sin θ̂

l2
, (25)

因为|E1P
′
c| = |E1Pc|, 故最大曲率随|PcE3|的增加而

单调增加. 证毕.

在实践中, α0可以被直接计算得到. 当0 < α0 <

π − θ̂时, 最大曲率先减小后增加; 反之, 最大曲率具

有单调性.

3.3 轨轨轨迹迹迹生生生成成成算算算法法法

对于攻击角度和攻击时间控制, 应当首先基于最

大曲率单调计算线段PcE2上符合最大曲率限制的点

的集合, 然后, 基于轨迹长度单调在该集合中选取一

个E3点形成初始路径. 通常而言, 导弹的最大加速

度amax和平均速度V可以通过估算得到, 则曲线最

大曲率可设置为 |k(τ)|max =
amax

V 2
. 则可先通过二

分查找法确定E3,low(x3,low, y3,low)和 E3,high(x3,high,

y3,high), 然后, 在这两点之间选取一点使得轨迹长度

和目标长度匹配, 其中low和high表示符合最大曲率

约束的轨迹长度最小和轨迹长度最大的点. 具体计算

算法如表1所示.

表 1 根据|k(τ)|max计算x3,low和x3,high

Table 1 Calculate x3,low and x3,high according to
|k(τ)|max

1 计算α0;
2 如果0 < α0 < π − θ̂:

3 x3,middle = xc +
l sinα0 cos θ2

sin(π − α0 − θ̂)
,

4 在xc和x3,middile之间使用二分搜索确定x3,low.
5 在x3,middile 和x2之间使用二分搜索确定x3,high;
6 如果α0 6 0或α0 > π − θ̂:
7 在xc和x2使用二分搜索确定x3,middile,
8 如果x3,middile点最大曲率大于x2点:
9 x3,low = x3,middile, x3,high = x2,
10 否则:
11 x3,low = xc, x3,high = x3,middile.

表1中 x3,middle 表示最大曲率与 |k(τ)|max相等的

点. 当E3,low(x3,low, y3,low)和E3,high(x3,high, y3,high)之

间没有可选择的点使得飞行轨迹长度与期望长度相

匹配时, 则本算法无法完成打击. 在实际运用中, 绝大

多数算法均有适用范围, 但目前为止, 极少有算法明

确其适用的范围. 本文算法清晰的界定出使用范围,
有助于实际应用. 由于本算法最多执行3次二分搜索

算法, 其复杂度为对数级别, 实际运行时收敛很快.

3.4 Bezier-PI控控控制制制器器器

在实际应用中, 导弹因为气动阻力而产生的速度

变化难以精确预测, 由此带来的速度变化可能会导致

较大的攻击时间误差. 为了提高攻击时间控制精度,
本文基于轨迹单调的性质, 设计出Bezier-P 控制器来

根据实际导弹速度实时调整E3点位置. 根据当前导弹

速度和已知的寄生阻力, 在规定时间内的导弹直线飞

行距离可确定为Lreal. 在实践中, 可对特定的飞行时

间和飞行速度进行仿真, 记录飞行距离并形成二维差

值表, Lreal 可根据剩余时间和速度差值得到. 此时剩

余的飞行距离Lest 应当与Lreal相匹配. 假设导弹处于

BE1,Pc,E3
(τ0)附近, 则剩余轨迹长度为

Lest = |J | (N(1 +D)−N(τ0 +D)) + |E3E2| ,
(26)

其中N(u)和J可计算为

N(u)=u
√
u2+U+U log(u+

√
u2+U), (27)

D =
(J ·K)

|J |2
, (28)

J = E1 − 2Pc + E3, (29)

U =
|K|2

|J |2
− (J ·K)

|J |2
, (30)

K = Pc − E1, (31)

为了动态的调整E3点位置, 使用γ =
|PcE3|
|PcE2|

, 则其初

始值γ0介于0–1之间, 且初始值可通过二分法搜索匹

配目标长度的位置给出. 则Bezier-PI控制器使用比例

积分控制对γ进行实时调整, 计算方法如下:

∆γ = kp(Lreal − Lest) + ki
∫∞
t0

(Lreal − Lest)dt,

(32)
其中: kp, ki分别表示比例和积分增益; t0为控制初始

时刻. 每一时刻的E3点由γ = γ0 +∆γ确定. 该算法

根据Lreal和Lest实时调整E3位置, 可以在导弹进入直

线前有效的增减轨迹长度, 达到精确时间控制的目标.

3.5 轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪算算算法法法

对于轨迹跟踪算法而言, 目前已有较多成熟的算

法可以借鉴. 本文选择跟踪轨迹上距离导弹最近的点.
设导弹到该点切线l的距离为d, 且l的倾角为θd; 则侧

向加速度可表示为

a = −(q1d+ q2ḋ), (33)

其中: q1, q2点为可设置参数; ḋ为距离d的导数; ḋ =
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V (t) sin(θ − θd).

4 仿仿仿真真真实实实验验验

4.1 关关关键键键参参参数数数数数数值值值

在本文中, 导弹装备一个推力为Ten = 5000N的

发动机, 工作时间为ten = 10 s, 燃料总重量为mfu =

100 kg, 燃料消耗率为µ = 10 kg/s, 最大水平过载为

amax=200m/s2, 寄生阻力随速度变化曲线如图4[19]

所示, 诱导阻力系数kD = 0.001.

不失一般性, 导弹发射点 E1 = [0 0]T, E2 =

[10000 0]T, 仿真步长为0.001 s, 控制频率为100 Hz.
为了进一步仿真执行器动态, 本文在控制指令到实际

作用之间放置一个时间常数为0.02 s的一阶惯性环节.
对于初始轨迹设计, |k(τ)|max = 0.005. 对于Bezier-
PI控制器, kp = 1.0 e−4, ki = 2.0 e−4. 对于轨迹跟踪

算法, q1 = 2, q2 = 3.74. 在实际仿真过程中, 轨迹调

整算法在发动机关机后开始运行.

图 4 寄生阻力随速度变化曲线图

Fig. 4 Parasitic drag coefficient

4.2 多多多攻攻攻击击击时时时间间间仿仿仿真真真

为了验证本文所提算法, 对发射角为θ0 = 45◦, 期
望攻击角为θf = −45◦的情况进行了仿真研究. 对期

望攻击时间从56 s到62 s间隔2 s进行了仿真, 仿真轨

迹如图5所示. 从图5中可以看出, 随着时间延长, 导弹

的飞行轨迹逐渐向上延伸. 由于加速度需通过一个一

阶惯性环节, 响应较慢, 62 s对应轨迹越过了
−−−→
PcE2, 并

由于跟踪曲线切线方向而持续在
−−−→
PcE2外飞行. 随着

跟踪轨迹结束, 导弹沿
−−−→
PcE2跟踪飞行并最终击中目

标.
同时, 为了验证该算法的实时调节轨迹的能力, 本

文将寄生阻力加倍, 持续10 s, 并与正常情况进行对

比. 为了对比, 本文实现了文献[19–20](对比算法1)和
文献[13](对比算法2)中的算法. 使用本文所提算法计

算得到的E3点位置, 与文献[19–20]中相同, 但本文算

法在证明单调性的基础上可使用二分查找法, 效率和

精度更高. 且文献[19–20]中算法并没有考虑实时轨

迹修正, 故会产生较大误差. 文献[13]基于偏置比例

导引控制律进行控制, 对于速度变化的情况考虑较少.
3种方法的攻击时间误差值见表2和表3, 表2中第1列
为期望攻击时间, 其余2, 3, 4列分别为寄生阻力正常

下3种算法的攻击时间误差, 第5列为对比算法2 在恒

速度条件下的时间误差; 表3分别为寄生阻力摄动条

件下3种算法的攻击时间误差. 在仿真中, 3种算法的

攻击角度误差均控制在1◦以内, 此处不再详细列举.

图 5 不同攻击时间飞行轨迹

Fig. 5 Trajectory of different desired impact time

表 2 不同算法在正常阻力下仿真结果
Table 2 Different algorithm results when parasite drag

coefficient is nomal

恒速度下
tD Bezier-PI 对比算法1 对比算法2

对比算法2

56 0.026 0.338 9.216 – 0.09
58 0.011 0.434 8.237 0.016
60 0.039 0.694 12.486 0.073
62 0.285 1.426 14.682 0.126

表 3 不同算法在阻力摄动下仿真结果
Table 3 Different algorithm results when parasite drag

coefficient is disturbed

tD Bezier-PI 对比算法1 对比算法2

56 0.002 1.252 18.279
58 0.025 1.376 10.532
60 0.112 1.659 13.830
62 0.764 2.406 15.936

从表2和表3中可以看出, 由于本文所提算法动态

实时调整轨迹, 两种状态下的攻击时间误差均较小.
对比算法1在寄生阻力正常的情况下, 取得了较好的

控制效果; 但当寄生阻力发生变化时, 攻击时间误差

变化较大. 对比算法2在无阻力情况下, 取得了极高的

攻击时间控制精度; 但对于存在阻力的情况, 该算法

产生了较大的攻击时间误差. 这是由于对比算法2 的

控制律推导基于恒定速度假设, 当速度变化时会出现

较大的误差.
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4.3 特特特定定定攻攻攻击击击时时时间间间仿仿仿真真真

本节针对第4.2节中期望攻击时间为60 s且寄生阻

力受扰的情况进行仿真分析. 图6展示了3种算法在寄

生阻力扰动情况下以及对比算法2在无阻力情况下的

飞行轨迹. 从本文算法与文引用文献[19–20]中算法

的对比中可以看出, 在初始阻力增大的情况下, 本文

算法对飞行轨迹进行了收缩, 减小了飞行距离, 实现

了更高精度的时间控制. 对于对比算法2 而言, 该算法

在无阻力的情况下通过一个远距离的弧线实现了高

精度的时间和角度控制. 但当出现阻力时, 该算法前

期使用了较多的飞行时间, 最终导致了较大的攻击时

间误差.

图 6 期望攻击时间为60 s时不同算法飞行轨迹

Fig. 6 The different trajectory for desired impact time 60 s

图7展示了期望攻击时间为60 s时的4组关键变量.
其中第1幅子图展示了Lreal和Lest的差值. 从图中可

以看出, 由于寄生阻力的变化, 导致轨迹调整算法在

运行初期面临了较大的误差. 但通过Bezier-PI控制器

作用, Lreal 和Lest之间误差迅速收敛到0附近, 并实现

了高精度攻击时间控制. 第2幅子图展示了侧向加速

度随时间变化曲线. 从图中可以看出, 侧向加速度整

体较小, 没有超过最大加速度. 第3幅图记录了Bezier-
PI算法调整下, 随时间变化曲线图. 从图中可以看出,
在Bezier-PI算法调整下, 期望轨迹长度先变小, 后变

大, 再变小. 这是由于在算法工作初期, 比例控制将轨

迹长度变短, 同时轨迹的跟踪点会向前移动(τ值变

大), 缩短整条轨迹, 导致期望轨迹长度变大. 但当最

大曲率点飞过以后, 导弹速度变小, 整个轨迹长度开

始缩短, 并最终在接近于1的时候开始跟踪直线. 第
4幅子图展示了导弹的飞行速度随时间的变化图. 从
图中可以看出, 在导弹发动机关闭后, 速度呈非线性

下降, 给攻击时间控制带来巨大的挑战. 从这4幅子图

可以看出, Bezier-PI控制器可以有效应对变速度攻击

条件下时间和攻击角度的控制问题.

图 7 攻击时间为60 s的关键状态变量

Fig. 7 Main variables for desired impact time 60 s
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4.4 多多多弹弹弹不不不同同同位位位置置置仿仿仿真真真

为了进一步对算法性能进行验证, 本文选取了3个
不同发射位置和角度进行了仿真. 各弹初始信息如表

4所示. 其中: 前4列分别为期望攻击时间、初始位

置、初始发射角、期望攻击角; 后两列为仿真结果与

期望值之间的误差. 在气动参数不摄动的条件下, 仿
真结果如图8所示, 各导弹攻击时间误差均小于1 s, 攻
击角度误差均小于1度. 从仿真结果可以看出, 本文算

法可以在不同发射条件下实现攻击角度和时间的控

制, 具有较为广泛的适用性.

表 4 不同导弹初始状态
Table 4 Different initial states

tD/s 初始位置 发射角/(◦) 期望攻击角/(◦) 时间误差/s 角度误差

45 (7000,−7000) 5 110 0.358 0.761

50 (500,−3200) −10 39 0.299 0.595

50 (0, 0) −45 20 0.684 0.013

图 8 不同导弹位置仿真曲线图

Fig. 8 Trajectories for different fire condition

5 总总总结结结

本文采用贝塞尔曲线作为制导轨迹基础, 采用二

段式制导轨迹实现变速度条件下攻击角度和攻击时

间的控制. 其方法是: 首先, 通过二分法计算得到特定

长度的制导轨迹, 并采用轨迹跟踪方法跟踪该轨迹.
跟踪该轨迹可以实现预定的攻击角度. 然后, 针对飞

行过程中由于诱导阻力和参数扰动等产生的速度变

化, 缩短或延长飞行轨迹, 实现攻击时间精确控制. 设
计轨迹和调整轨迹的理论基础是二段式轨迹长度随

直线段长度变化而单调变化. 当考虑飞行过程中的横

侧向负载极限时, 本文给出了该二段式轨迹最大曲率

的变化规律, 可以给出相应的曲线调节范围. 最后, 通
过仿真实验, 验证了本文算法的有效性.
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