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摘要:针对一类带有有界控制系数和有界扰动的时变参数严反馈非线性系统,将Nussbaum函数增益及光滑投影
算法与自适应逆推设计工具相结合,提出一种自适应鲁棒非线性控制方案.在此方案中无需知道控制系数的符号,
以及时变参数和扰动的界. 借助Lyapunov函数及相关引理证明了所设计的自适应鲁棒非线性控制器能保证闭环系
统中的所有信号全局一致有界. 可以通过恰当地选取设计参数,保证系统具有任意指定的控制性能.仿真研究证明
了所提出算法的可行性和有效性.
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Adaptive robust control of a class of nonlinear systems with
time-varying parameters and bounded control coefficient
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Abstract: This paper designs an adaptive robust controller for a class of strict-feedback nonlinear systems with time-
varying parameters and bounded control coefficient and disturbances. Incorporating Nussbaum function gain and smooth
projection algorithm with adaptive backstepping design tools, this design method does not require a priori knowledge of
the sign of the time-varying control coefficient and the bound of time-varying parameters and disturbances. By means
of Lyapunov function and related lemmas, we prove that the designed adaptive robust nonlinear controller guarantees the
global uniform boundedness of all signals of the resulting closed-loop system. The desired system performances can be
achieved by appropriately selecting the design parameters. Simulation studies show the feasibility and effectiveness of the
presented approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
由于不确定非线性系统普遍存在于实际工程领

域,它的控制问题在非线性控制领域日益受到重视,
并取得了很大的进展.对于带有未知参数的可线性
化非线性系统,可利用其非线性结构特征设计有效
的自适应控制器, 但受到非线性增长率和匹配条件
的限制[1]. 除去这些限制条件,针对一类线性参数化
不确定严格反馈非线性系统,一种递归设计的自适
应逆推调节及跟踪方案被提出,实现了系统的全局
镇定, 且能提供自适应控制器的瞬态性能信息[2–3];
进一步,文献[4]将非线性阻尼引入到控制器设计中,
改善了系统性能;针对带有未建模动态的不确定非
线性系统,文献 [5–6]提出了构造性的自适应非线性
控制方案,获得了自适应逆推方法的鲁棒化,保证闭
环系统的信号一致最终有界.
上述方法均假设系统的虚拟控制系数及控制系

数为1, 而在实际工程系统中, 其控制系数常常不为
1. 带有未知的控制系数及虚拟控制系数的参数化
严格反馈系统的自适应控制问题近几年受到广泛关

注. 在假设控制系数未知但符号已知的情况下, 针
对一类严格反馈非线性控制系统,获得了几个自适
应控制系统的稳定解[3, 7–8]. 当控制系数及虚拟控制
系数符号未知时, 系统的自适应控制问题变得更加
困难, 大部分结果都是针对线性系统的, 文献 [9]首
次提出Nussbaum增益,针对一类一阶线性系统给出
了第1个自适应解,此后, 该方法被扩展到非线性系
统[10–14]. 针对具有完全未知的虚拟控制系数和控制
系数的一类严反馈不确定非线性系统, 文献 [10]提
出了系统的全局自适应控制方案,保证闭环系统渐
近稳定; 进一步, 当上面的系统同时具有摄动不确
定时,文献 [11]提出了全局鲁棒自适应控制方案,保
证闭环系统所有信号一致最终有界;文献 [12–13]针
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对具有时变的未知控制系数和时变未知参数的不

确定非线性时变系统,提出自适应跟踪控制策略.当
参数化不确定时变非线性系统带有时变扰动时, 文
献 [14]提出鲁棒自适应控制器. 除文献 [13]外,上述
控制器均采用解耦的逆推设计工具, 即在设计过程
中将状态变量zi从zi+1中分离出来.

本文考虑一类控制系数和扰动均完全未知的严

反馈非线性时变系统, 将Nussbaum增益函数、光滑
的投影算法与常规的自适应逆推非线性控制方法相

结合,提出一种非线性自适应鲁棒控制方案,所提出
设计方案不要求控制系数符号已知, 且避免了控制
器奇异值问题;借助于Lyapunov函数及相关引理,证
明了所提出的控制策略可保证最终的闭环系统中的

所有信号全局一致最终有界, 恰当地选取设计参数
可使系统达到任意期望的控制性能.

2 问问问题题题的的的描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识(Problem descrip-
tion and preliminaries)

2.1 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem description)
考虑一类带有完全未知的控制系数和扰动项的

不确定严反馈时变非线性系统:



ẋi = xi+1, 1 6 i 6 n− 1,

ẋn = g(t)u +
p∑

j=1

θj(t)ϕj(X) + d(t),

y = x1,

(1)

式中: X = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn为状态向量, u ∈ R
为控制输入量, y为输出量; ϕj(1 6 j 6 p)是已知的
光滑非线性函数, θ(t) = (θ1(t), · · · , θp(t))T为未知
时变参数向量, 属于一个以原点为圆心、半径为rΩ

的闭球域Ω, g(t) 6= 0被称为控制系数; d(t)为完全
未知的时变有界扰动.

假假假设设设 1 假设控制系数g(t)是时变有界的,但界
是未知的,且控制系数符号亦未知.

注注注 1 在实际系统中,控制系数是普遍存在的. 式(1)

描述了如船舶的各种运动控制、机器人的路径跟踪控

制、电机的位置控制等实际控制问题. 自然界中系统的

能量总是有限的,系统的动态特性及环境变化引起的扰动

往往是不确定的,且依赖于时间,从而系统的控制系数和扰

动是时变有界的. 这里,只是声明界是存在的,不要求界已

知. 因此假设1是合理的,系统(1)更符合实际.

本文的控制目标是: 在假设1条件下, 针对带有
完全未知的控制系数和扰动项的时变不确定非线性

系统(1), 设计自适应鲁棒控制律, 使得系统的输出
调节误差收敛于一个以原点为中心的任意小的邻域

内,同时保证系统中所有信号全局一致最终有界.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
Nussbaum函数增益方法可用于处理不确定系统

的控制系数或虚拟控制系数符号未知的问题.常用

的Nussbaum函数有: ξ2 cos ξ, ξ2 sin ξ, exp(ξ2) ·
cos((π/2)ξ). 这里给出控制器设计中要用到的关于
Nussbaum类型函数的引理.

引引引理理理 1[14] 令V (·)和ξ(·)是定义在[0, tf)上的光
滑函数, 且对∀t ∈ [0, tf), V (t) > 0, N(·)是光滑的
Nussbaum类型偶函数. 若下面不等式成立:

V (t) 6 C0 + e−C1t
w t

0
(β(τ)N(ξ) + 1)ξ̇eC1τdτ,

∀t ∈ [0, tf), (2)

式中: 常数C1 > 0, C0为某一适当的常数. β(t)是一

个有界的、界未知的非零时变参数,则
w t

0
β(τ)N(ξ)·

ξ̇dτ , V (t)及ξ(t)在[0, tf)上一定有界.

注注注 2 依文献 [15]中的命题2, 如果闭环系统在[0, tf)

上存在有界的解,则有tf = ∞. 因此,引理1中的信号有界性

可推广到全局有界.

定定定义义义 1[16] 令θ0(t) ∈ Ω0是未知的时变参数向

量, θ̂0(t)是θ0(t)的估值, Ω0 ∈ Rp是一个半径rΩ0已

知的闭球域.定义投影算子如下:

Proj(y, θ̂0) =





y, 如果p(θ̂0) 6 0,

y, 如果p(θ̂0) > 0且
∂pT

∂θ̂0

y 6 0,

y −
p(θ̂0)

∂p

∂θ̂0

∂pT

∂θ̂0

‖ ∂p

∂θ̂0

‖2

y,

其他,

(3)

式中: p(θ̂0) = (‖θ̂0‖2 − r2
Ω0

)/(ε2 + 2εrΩ0), ε是一个

任意的正实数. 由式(3)易知, 如果θ̂0(0) ∈ Ω0, 则有
‖θ̂0(t)‖ 6 rΩ0 + ε, ∀t > 0.

3 自自自适适适应应应鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计(Adaptive robust
controller design)
设计过程由n步组成,控制律和参数自适应律的

设计均基于下列坐标变换:



z1 = x1 − yd,

z2 = x2 − φ1(z1),
...

zn = xn − φn−1(z1, · · · , zn−1),

(4)

其中: φi(z1, · · · , zi), i = 1, · · · , n− 1为虚拟控制函
数, yd是期望的参考输出.

Step 1 首先考虑式(1)第1个子系统
ẋ1 = x2. (5)

依式(4),方程(5)变为

ż1 = x2 − ẏd = z2 + φ1(z1). (6)

为镇定子系统(5),设李雅普诺夫预选函数V1 =
1
2
z2
1 ,

选取虚拟反馈控制律
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φ1(z1) = −c1z1, (7)

式中c1 > 0为一设计常数,则有

ż1 = −c1z1 + z2, (8)

V̇1 = −c1z
2
1 + z1z2. (9)

Step i(2 6 i 6 n− 1) 对i = 2, · · · , n− 1的每
一步,循环使用类似的过程, zi的微分为

żi = xi+1 −
i−1∑
j=1

∂φi−1

∂zj

żj =

zi+1 + φi + ψi(z1, · · · , zi), (10)

其中: ψi(z1, · · · , zi) = −
i−1∑
j=1

∂φi−1

∂zj

(zj+1+φj +ψj),

i = 2, · · · , n− 1为适当定义的(z1, · · · , zi)的光滑函
数, ψ1 = 0.

定义虚拟反馈控制律

φi(z1, · · · , zi) = −zi−1−cizi−ψi(z1, · · · , zi), (11)

式中ci是设计常数,则有

żi = −zi−1 − cizi + zi+1. (12)

定义增广李雅普诺夫预选函数Vi:

Vi = Vi−1 +
1
2
z2

i =
1
2
(z2

1 + · · ·+ z2
i ). (13)

求其沿着式(8)和式(12)的时间导数为

V̇i = −(c1z
2
1 + · · ·+ ciz

2
i ) + zizi+1. (14)

Step n 依式(1)(11)和式(4), zn的时间导数可表

示为

żn = g(t)u +
p∑

j=1

θj(t)ϕj(X) + d(t)−
n−1∑
j=1

∂φn−1

∂zj

(zj+1 + φj + ψj) =

g(t)u + θT
a (t)ϕa(X) + d(t), (15)

式中:

θa(t) = [1 θ1(t) · · · θp(t)]T,

ϕa =

[−
n−1∑
j=1

∂φn−1

∂zj

(zj+1+φj +ψj) ϕ1(X) · · ·ϕp(X)]T.

定义增广李雅普诺夫函数Vn:

Vn = Vn−1 +
1
2
z2

n. (16)

求其沿着式(15)的时间导数为

V̇n = V̇n−1 + znżn =

−(c1z
2
1 + · · ·+ cn−1z

2
n−1) + zn−1zn +

zn[g(t)u + θT
a (t)ϕa + d(t)]. (17)

设自适应控制律u为

u = N(ξ)(cnzn + θ̂ T
a (t)ϕa + v), (18)

ξ̇ = cnz2
n + znθ̂T

a (t)ϕa + znv, (19)

v =
1
4
kzn(ϕT

a ϕa + 1), (20)

式中: k和 cn是正的设计参数, N(ξ) = ξ2 cos ξ为

Nussbaum类型偶函数, θ̂a(t)是θa(t)的参数估计. 令
其自适应律为

˙̂
θa = γ · Proj(znϕa, θ̂a), (21)

式中: γ > 0是一设计参数, Proj(znϕa, θ̂a)是由式(3)
给出的投影算子.

将式(18)代入式(17),同时考虑式(19)可得

V̇n =−(c1z
2
1 + · · ·+ cn−1z

2
n−1) + zn−1zn +

g(t)Nξ̇ + znθT
a (t)ϕa + znd(t), (22)

将上式右边同时加减式(19)可得

V̇n = −(c1z
2
1 + · · ·+ cn−1z

2
n−1) + zn−1zn +

g(t)Nξ̇ + ξ̇ − znθ̂a(t)Tϕa −
znv + znθT

a ϕa + znd(t) =

−(c1z
2
1 + · · ·+ cnz2

n) + zn−1zn +

g(t)Nξ̇ + ξ̇ + znd(t)− k

4
z2

n +

znθ̃T
a ϕa − k

4
z2

nϕT
a ϕa, (23)

式中θ̃a = θa − θ̂a. 依完全平方,可得

znθ̃ T
a ϕa − k

4
z2

nϕT
a ϕa 6 1

k
θ̃T
a θ̃a, (24)

znd(t)− k

4
z2

nφ2 6 1
k
d2(t), (25)

zn−1zn 6 1
4a2

z2
n−1 + a2z2

n, (26)

则

V̇n 6−[c1z
2
1 + · · ·+ cn−2z

2
n−2 + (cn−1 −

1
4a2

)z2
n−1 + (cn − a2)z2

n] + g(t)Nξ̇ +

ξ̇ +
1
k
θ̃ T
a (t)θ̃a(t) +

1
k
d2(t) 6

−C0Vn + g(t)Nξ̇ + ξ̇ +
1
k
θ̃ T
a (t)θ̃a(t) +

1
k
d2(t), (27)

式中: C0 = min{2c1, · · · , 2cn−2, 2(cn−1 − 1
4a2

),

2(cn − a2)} > 0, cn−1cn > 1/4, a为任意实数.

用eC0t乘式(27)两边,得
d
dt

(VneC0t) 6 (g(t)N + 1)ξ̇eC0t +

1
k
[θ̃T

a (t)θ̃a(t) + d2(t)]eC0t. (28)

将式(28)在[0, t]上积分,得

0 6 Vn(t) 6
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Vn(0)e−C0t +
w t

0

1
k
[θ̃T

a θ̃a + d2]e−C0(t−τ)dτ+

e−C0t
w t

0
(gN + 1)ξ̇eC0τdτ . (29)

由于在自适应律式(21)中使用了投影算法, 保证参
数估计θ̂a(t)有界,因此θ̃a(t)有界; 另一方面,扰动项
d2也是有界的;从而保证w t

0

1
k
(θ̃T

a θ̃a + d2)e−C0(t−τ)dτ

是有界的. 令
Cθ,d =

1
k

sup
τ∈[0,t]

(‖θ̃a(τ)‖2 + d2(τ)),

则有

0 6 Vn(t) 6 Vn(0) + Cθ,d/C0 +

e−C0t
w t

0
(gN + 1)ξ̇eC0τdτ , (30)

针对式(30),应用引理1可知:
w t

0
gNξ̇dτ , ξ(t)及Vn(t)

在[0, tf)上有界, 从而z1, · · · , zn, N(ξ)均有界, 进而,
ψ2, · · · , ψn−1, φ1, · · · , φn−1及原来的状态x1, · · · ,

xn均有界, 这就意味着式(6)(10)(15)(18)−(21)构成
的闭环误差系统的解在[0, tf)上有界. 故依文献 [15]
中的命题2, 没有有限时间逃逸现象发生, 系统中所
有信号全局一致最终有界. 进一步, 根据Vn(t)的定
义式(16)和式(31)可知: 对任意的

µ∗ >
√

2(Vn(0) + Cθ,d/C0 + CN),

CN是e−C0t
w t

0
(gN + 1)ξ̇eC0τdτ的上界, 存在tT, 使

得对所有的t > tT,有‖z‖ 6 µ∗;从而输出误差z1 =
y − yd被调节到z1 = 0的小邻域内,并满足

|z1(t)|6
√

2(V2(0)−Cθ,d

C0

)e−C0t+2(CN+
Cθ,d

C0

), ∀t.
(31)

通过恰当地选取控制器各设计常数,可使系统实际
输出y以任意精度达到输出期望值yd. 上述结果证明
了如下定理:

定定定理理理 1 对于带有完全未知有界控制系数g(t)
和未知有界扰动d(t)的一类严格反馈不确定时变
非线性系统(1),在假设1的条件下,应用上述设计过
程, 通过恰当地选取满足ci > 0(i = 1, 2, · · · , n),

cn−1cn >
1
4

, k > 0, γ > 0的控制器各设计参数,及

参数ε > 0,式(18)−(21)所描述的自适应鲁棒非线性
控制方案可保证系统的实际输出y(t)以任意精度达
到期望值yd, 同时保证结果的闭环自适应系统中所
有信号全局一致最终有界.

4 算算算例例例与与与仿仿仿真真真(Example and simulation)
为了验证所提出的自适应鲁棒控制算法的有效

性,考虑下面的二阶系统的调节问题:





ẋ1 = x2,

ẋ2 = g(t)u + θT
0 (t)ϕ(x2) + d(t),

y = x1,

(32)

式中: g(t)是有界的未知时变控制系数, θ0(t)是界已
知的未知时变参数向量; ϕ(x2) = [x2 x3

2]
T为系统非

线性函数向量. 为设计自适应鲁棒控制器, 令θ̂a(t)
为未知参数θa(t) = [1 θT

0 (t)]T的估计值,并令z1 =
x1 − yd, z2 = x2 − φ1,依第3节中的设计步骤有:

φ1(z1) = −c1z1, (33)

u = N(ξ)(c2z2 + θ̂T
a ϕa + v), (34)

ξ̇ = c2z
2
2 + z2θ̂

T
a ϕa + z2v, (35)

v =
1
4
kz2(ϕT

a ϕa + 1), (36)

式中: N(ξ) = ξ2 cos ξ是一个偶Nussbaum函数,
ϕa = [c1x2 ϕT(x2)]T. 参数自适应律为

˙̂
θa = γ · Proj(z2ϕa, θ̂a), (37)

式中: Proj(z2ϕa, θ̂a)为式(3)定义的光滑投影算子.

为了进行仿真研究,选择: 1)

g(t) = 0.00065(t/60 + 5)2,

θ0(t) = [−0.0065(t/60 + 5) 0.0026(t/60 + 5)]T,

d(t) = 8× rand(·),
rand(·)是幅值为1,频率为1 rad/s的零均值随机噪音;
2)系统参考输出为yd = 30; 3)设计参数分别被选择
为:

c1 = 0.07, c2 = 4, k = 1, γ = 0.5,

rΩ0 = 1, ε = 0.01;

4)各初始值被选择为:

x1(0) = x2(0) = 0, θ̂a(0)=[0 0 0]T, ξ(0)=1.2.

仿真结果如图1−5所示.

图 1 系统的参考输出yd,实际输出y及控制输入u

Fig. 1 Reference output yd, actual output y, and

control input u of the system
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图1表示系统实际输出y、期望的输出yd和控制

输入u的历时变化曲线,显见实际的输出快速达到并
保持期望的输出; 图2−4为参数估计θ̂a的历时变化

曲线;图5是Nussbaum增益N(ξ)及其变量ξ的历时变

化曲线.图示仿真结果表明: 正如定理1所证明的,未
知时变参数的估计θ̂a是收敛的, 系统中的所有信号
都是有界的; 对带有完全未知的时变控制系数及扰
动的不确定非线性时变系统,所设计的自适应鲁棒
控制器能够以好的性能实现系统的调节控制,且对
未知的时变扰动具有鲁棒性.

图 2 自适应参数θ̂a,1

Fig. 2 Adaptive parameter θ̂a,1

图 3 自适应参数θ̂a,2

Fig. 3 Adaptive parameter θ̂a,2

图 4 自适应参数θ̂a,3

Fig. 4 Adaptive parameter θ̂a,3

图 5 Nussbaum增益N(ξ)及其变量ξ(t)

Fig. 5 Nussbaum gain N(ξ) and its argument ξ(t)

5 结结结论论论(Conclusion)
针对带有完全未知的时变控制系数和扰动的一

类时变参数不确定非线性系统(1),本文提供了一种
新的基于自适应逆推—–Nussbaum函数增益的自适
应鲁棒非线性控制方案.该控制方案在参数估计自
适应律中引进光滑投影算法, 确保时变参数的自适
应估计有界, 可处理未知的有界的时变参数和时变
控制系数不确定,及未知的有界的时变扰动,而不需
要系统的控制系数符号已知. 应用Lyapunov函数和
相关的引理, 在理论上证明了所提出的自适应鲁棒
控制律通过恰当地选取设计参数, 可使系统的输出
调节误差收敛于任意小的域内,同时保证最终的闭
环系统所有信号全局一致最终有界. 最后,仿真研究
证明了所提出的自适应鲁棒控制律的有效性.
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