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摘要:通过利用分层控制设计方法,研究了一类仿射非线性系统的镇定问题.为了镇定这类系统,分层方法构建
了一个简单的抽象系统,然后根据抽象系统的控制律求得原始系统的控制律.最后,一个四维仿射非线性系统的仿
真例子说明了这种方法的有效性.
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Hierarchical control method for
stabilization of a class of nonlinear systems
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Abstract: In this paper, we address the problem of stabilization for a class of affine nonlinear control systems by
utilizing hierarchical control design method. In order to control this kind of systems, we first construct a simple abstract
system, then derive the stabilizer of the original system from that of the abstraction. Finally, a simulation example of a 4
dimensional affine control system is included to illustrate the effectiveness of this method.
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1 引引引言言言(Introduction)
尽管非线性系统的渐近镇定问题已经研究了几十

年,但现在它仍旧吸引着许多学者的注意. 由于一些
系统的强非线性,怎样处理镇定问题的复杂性是现代
工程界的一项基本挑战.许多方法已经用于解决非线
性系统的镇定问题,例如严格反馈线性化、反步法、基
于无源的方法和滑模控制方法[1–2]. 在一些情况下,尤
其是系统维数较低且结构简单时,这些方法非常有效.
然而对于大系统和极其复杂的系统,这些方法就会难
以使用并且效率低下. 为了降低这种复杂性,一些学
者提出了分层控制方法[3–4],这种方法分为两步:第1
步是为原始系统构建一个简单模型,一般称之为抽象
系统;第2步是基于此抽象系统设计原始系统控制律.
文献[3–4]对于线性系统利用ϕ--相关概念[5–8]构建抽

象系统的同时得到了控制器嵌入的条件和结构. 而文
献[9–10]得到了非线性系统的控制器嵌入的条件和结
构.

尽管本文也是利用ϕ--相关概念建立抽象系统,并

借鉴合适坐标系下分块反步法的思想将抽象系统控

制器嵌入到原始系统当中,但本文与上述提到的文献
主要有两个方面的不同:第1个是控制目标的不同,这
些文献主要是设计控制器以使输出轨线保持在特定

的受限区域内,首先假定已经得到了一个原始系统的
稳定控制器,然后设计接口函数以保证输出轨线满足
期望的目标,与之相反,本文的目标是设计镇定器使
系统状态轨线收敛到原点;第2个是实现工具的不同,
它们的方法依赖于接口函数和仿真函数的概念而本

文通过坐标变换和Lyapunov方法实现控制目标.本文
在分层控制的框架下考虑了一类仿射非线性系统的

镇定问题.首先构建一个抽象系统,然后充分利用这
个简单系统的控制器来得到原始系统的控制器使它

能渐近镇定原始系统.

本文的组织结构如下: 第2节简要回顾分层控制框
架;第3节作为本文的重点,说明怎样从抽象系统及其
控制器设计原始系统的控制器;第4节通过一个四维
仿射系统的镇定问题说明此方法的有效性.
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2 分分分层层层控控控制制制框框框架架架(A framework of hierarchical
control)
考虑下面的非线性系统:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (1)

其中: x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rp. 假设f : Rn × Rp → Rn

是连续映射. 笔者将此系统看作是需要分析和控制的
原始系统.

在很多情况下,由于实际系统的复杂性,以直接方
式控制原始系统是非常困难的. 于是一些学者提出了
分层控制方法. 首先设计抽象系统的控制律v∗,然后
将其嵌入到原始系统的控制器u∗中. 对于系统

ż(t) = h(z(t), v(t)), (2)

其中: z(t) ∈ Rm, m < n, v(t)∈Rq, h是连续映射. 如
果它能产生所有形如z(t) = ϕ(x(t))的轨线,其中ϕ :

Rn → Rm, x(t)是系统(1)的轨线,那么它将被称作抽
象系统[5, 8].

图1显示了对于镇定问题的分层控制结构,其中的
数字表明操作的顺序. ψ : Rn → Rn−m是一个映射以

使得Φ = col(ϕ, ψ) := [ϕT, ψT]T可以看作一个坐标

变换.需要提醒的是,此图中的每一部分几乎都是不
可或缺的.

图 1 镇定问题的分层控制结构图

Fig. 1 Hierarchical control architecture for stabilization

problem

由上可知,分层控制方法包括下面3个步骤: ①通
过映射ϕ构建一个抽象系统;②设计抽象系统控制律;
③基于这个控制律设计原始系统控制律.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Design of the controller)
假设原始系统是如下形式的仿射控制系统:

Σ : ẋ(t) =f(x(t)) + g(x(t))u(t) =

f(x(t)) +
p∑

i=1

gi(x(t))ui(t), (3)

其 中: x(t) ∈ U ⊆ Rn, u(t) = [u1(t) · · ·up(t)]
T. f,

g1, · · · , gp是在Rn开子空间U上的光滑向量场,此处

U包含平衡点x = 0. 另外,也假设系统Σ在U上是

可控的. 关于非线性系统的可控性和它的秩条件的内
容,可参考文献[8]和文献[11].
令

∆ = span{g1, g2, · · · , gp} (4)

成为所有向量空间∆(x)的集合, ∆(x)由向量g1(x),

· · · , gp(x)在任意固定点x ∈ U处张成,这一向量空间
通常称为分布. ∆(x)的维数被定义为

dim(∆(x)) = rank[g1(x) g2(x) · · · gp(x)],

这个秩可能随着 x的变化而变化. 但是如果 g1(x),
· · · , gp(x)对所有x ∈ U是线性独立的,那么对于所有
x∈U , dim(∆(x))=p成立. 在这种情况下,笔者说∆

在U上是一个由g1, g2, · · · , gp生成的非奇异分布.如
果一个分布∆满足

gi ∈ ∆, gj ∈ ∆ ⇒ [gi, gj] ∈ ∆, (5)

其中[gi, gj]表示gi和gj之间的李括号
[1],则称它是对

合的.

假假假设设设 1 对于系统(3),通过式(4)定义的分布在U
上是非奇异且对合的.

注意对于输入维数为1,也即p = 1的情况,如果对
于所有x ∈ U , ∆(x) ̸= 0成立,则假设1自然成立,因
为1维分布总是对合的.
在假设1下,由Frobenius定理[2]可知, ∆(x)是完全

可积的. 这意味着对于每一点xo ∈ U存在一个xo的

邻域U o和n− p个定义在Uo上的实值光滑函数ϕ1,

· · · , ϕn−p使得对于所有x ∈ U o:
∂ϕj

∂x
gi = 0, 1 6 i 6 p, 1 6 j 6 n− p, (6)

rank[
∂ϕ1

∂xT
, · · · , ∂ϕn−p

∂xT
] = n− p, (7)

其 中:
∂ϕj

∂x
= [

∂ϕj

∂x1

· · · ∂ϕj

∂xn

],
∂ϕj

∂xT
=(

∂ϕj

∂x
)T. 需 要

澄清的是ϕi的计算实际上就是找偏微分方程(6)的
n− p个独立解. 正像在文献[2]中定理1.2.1的充分性
证明中显示的那样,这个解能化简到一些常微分方程
的解. 另外,在第4节的内容也显示了怎样以直接方式
解这种偏微分方程.

注意到n− p个行向量
∂ϕ1

∂x
, · · · , ∂ϕn−p

∂x
在每个点

x ∈ U是线性独立的,那么总是可以在函数集合

φ1(x) = x1, φ2(x) = x2, · · · , φn(x) = xn

中选择一个含有p个函数的子集合使得它们的微分

和
∂ϕ1

∂x
, · · · , ∂ϕn−p

∂x
的微分可以形成n个线性独立的

行向量. 令ψ1, · · · , ψp表示这样选择的函数
[2].

为了方便,令

ϕ = [ϕ1 · · · ϕn−p]
T, (8)
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ψ = [ψ1 · · · ψp]
T. (9)

由构造,映射

x̄ = Φ(x) = col(ϕ(x), ψ(x)) (10)

的Jacobian矩阵有秩n,因此映射Φ可以作为局部微分

同胚. 通过局部坐标变换x̄ = Φ(x),原始系统Σ可变

换为在新坐标系下的方程:

Σ̄ :

{
˙̄x1(t) = f̄1(x̄(t)),

˙̄x2(t) = f̄2(x̄(t)) + ḡ(x̄(t))u(t),
(11)

其中:

f̄1 =[
∂ϕ

∂x
f(x)]x=Φ−1(x̄), (12)

f̄2 =[
∂ψ

∂x
f(x)]x=Φ−1(x̄), (13)

ḡ =[
∂ψ

∂x
g(x)]x=Φ−1(x̄), (14)

x̄= col(x̄1, x̄2) ∈ Ū , Ū由Φ(U) = {Φ(x)|x ∈ U}定

义.既然对所有x ∈ U ,
∂ϕ

∂x
g(x)=0,则部分状态x̄1(t)

不能被输入u(t)直接驱动.

如果将 f̄1中的 x̄1(t)和 x̄2(t)分别等同于 z(t)和

v(t),系统

Σ ′ : ż(t) = f̄1(z(t), v(t)) (15)

能被看成是式(3)的一个抽象系统.事实上, Σ ′是ϕ--相
关于Σ的,这意味着对于每一条Σ的轨线x(t), z(t) =
ϕ(x(t))是Σ ′的轨线[5, 8]. 另外,如果Σ是可控的, Σ ′也

会是可控的.

在下文中,当考虑f̄1时,总是无差别地使用Σ ′中

的变量z和Σ̄中的变量x̄1.

如果满足v∗(0)=0的光滑函数v∗(z)能渐近镇定

ż = f̄1(z, v
∗(z))系统的平衡点z = 0并且相应的Lya-

punov函数V (z)能够得到,则能够渐近镇定式(3)的平
衡点x = 0的反馈律u = u∗(x)能通过下面的定理构

造得到.

定定定理理理 1 对于式(15)中的抽象系统Σ ′,如果存在
一个满足 v∗(0) = 0的渐近镇定器 v∗(z)和相关的

Lyapunov函数V (z),那么反馈控制器

u∗(x) =

− [
∂ψ

∂x
g(x)]−1([

∂V

∂x̄1

p(x̄1, x̄2 − v∗(x̄1))]
T
x̄1=ϕ(x)

x̄2=ψ(x)

+

∂ψ

∂x
f(x)− ∂v∗

∂x̄1

|x̄1=ϕ(x)

∂ϕ

∂x
f(x) + kψ(x)−

kv∗(ϕ(x))), (16)

其中k > 0以及

p(x̄1, y) =
w 1

0

∂f̂(x̄1, ξ)

∂ξ
|ξ=syds, (17)

此处f̂(x̄1, ξ) = f̄1(x̄1, v
∗(x̄1) + ξ)− f̄1(x̄1, v

∗(x̄1)),
能渐近镇定原始系统Σ .

证证证 既然系统Σ能被转换成式(11)中的形式Σ̄ ,
需要构建的就是能够渐近镇定Σ̄的控制器u = u(x̄),
那么Σ系统的控制器就是u(Φ(x)).

首先变量变换:

y = x̄2 − v∗(x̄1). (18)

将系统(11)转换到如下形式:{
˙̄x1(t) = f̃1(x̄1(t), y(t)),

ẏ(t)= f̃2(x̄1(t), y(t))+g̃(x̄1(t), y(t))u(t),
(19)

其中:

f̃1 = f̄1(x̄1, v
∗(x̄1) + y), (20)

f̃2= f̄2(x̄1, v
∗(x̄1)+y)−

∂v∗

∂x̄1

f̄1(x̄1, v
∗(x̄1)+y),

(21)

g̃ = ḡ(x̄1, v
∗(x̄1) + y). (22)

根据假设ż= f̄1(z, v
∗(z))是渐近稳定的,系统 ˙̄x1

= f̃1(x̄1, 0)也是渐近稳定的,并且Lyapunov函数是
V (x̄1). 知道了上面的结果,就能够确定反馈律u=
ũ(x̄1, y)的表达式. 选择

W (x̄1, y) = V (x̄1) +
1

2
yTy (23)

作为系统(19)的一个Lyapunov函数. 能将f̃1(x̄1, y)表

示为

f̃1(x̄1, y) = f̃1(x̄1, 0) + p(x̄1, y)y, (24)

其中p(x̄1, y)是一个(n− p)×p矩阵并且能表达成式
(17),这是因为

f̂(x̄1, y) = f̃1(x̄1, y)− f̃1(x̄1, 0).

接下来,通过将ũ(x̄1, y)选择为

ũ(x̄1, y) =− [g̃(x̄1, y)]
−1([

∂V

∂x̄1

p(x̄1, y)]
T+

f̃2(x̄1, y) + ky), (25)

其中k > 0,能够得到

Ẇ =
∂V

∂x̄1

f̃1(x̄1, y) + yT(f̃2(x̄1, y)+

g̃(x̄1, y)ũ(x̄1, y)) =

∂V

∂x̄1

f̃1(x̄1, 0) +
∂V

∂x̄1

p(x̄1, y)y+

yT(f̃2(x̄1, y) + g̃(x̄1, y)ũ(x̄1, y)) =

∂V

∂x̄1

f̃1(x̄1, 0)− kyTy.

上面的控制律使Ẇ是负定的,因此渐近镇定了系统
(19)的平衡点(x̄1, y) = (0, 0).

因为本文使用了表达式[g̃(x̄1, y)]
−1,就需要证明
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对于所有的(x̄1, y) ∈ (ϕ(U)× Y ) ⊂ Rn,这里:

Y ={y|y = x̄2 − v∗(x̄1), x̄1 ∈ ϕ(U), x̄2 ∈ ψ(U)},
ϕ(U) = {ϕ(x)|x ∈ U}, ψ(U) = {ψ(x)|x ∈ U},

g̃(x̄1, y) ∈ Rp×p确实是可逆的. 也即证明对于所有的

x∈U ,
∂ψ

∂x
g(x)是可逆的. 因为下面的陈述:

rank[
∂Φ

∂x
] = n

以及
∂Φ

∂x
g(x) = col(0,

∂ψ

∂x
g(x)),

所以根据假设1,有

rank[
∂ψ

∂x
g(x)] = rank[

∂Φ

∂x
g(x)] = rank[g(x)]=p,

于是p× p矩阵
∂ψ

∂x
g(x)的可逆性成立.

反转变换式(18)产生系统(11)的反馈律

ū(x̄) =

ũ(x̄1, x̄2 − v∗(x̄1)) =

− [ḡ(x̄)]−1([
∂V

∂x̄1

p(x̄1, x̄2 − v∗(x̄1))]
T+

f̄2(x̄)−
∂v∗

∂x̄1

f̄1(x̄) + k(x̄2 − v∗(x̄1))).

接着,反转变换x̄ = Φ(x)产生系统(3)的反馈律

u∗(x) = ū(Φ(x)) =

− [
∂ψ

∂x
g(x)]−1([

∂V

∂x̄1

p(x̄1, x̄2 − v∗(x̄1))]
T
x̄1=ϕ(x)

x̄2=ψ(x)

+

∂ψ

∂x
f(x)− ∂v∗

∂x̄1

|x̄1=ϕ(x)

∂ϕ

∂x
f(x) + kψ(x)−

kv∗(ϕ(x))), (26)

它能够渐近镇定式(3)的平衡点x = 0.

注注注 1 一般地,式(17)中p(x̄1, y)的计算是非常耗时的.
但是如果抽象系统Σ ′是仿射的,也就是说ż = f̄1(z, v)能被表

达成ż = f̄z(z) + f̄v(z)v,那么p(x̄1, y) = f̄v(x̄1)就很容易得

到. 而且假如这个抽象系统也恰好满足假设1(此时的∆实际

上是span{f̄v}),那么就能将它作为新的原始系统进行新一轮
的抽象并再次使用这个定理. 原则上这样的过程可以进行很
多次,直到输入维数大于或等于状态维数为止.这样就形成了
一个控制器的迭代计算过程. 然而为了达到这个过程需要进
行更进一步的工作.

注注注 2 回到式(11),会发现它是分块下三角结构. 事实
上本文提出的方法正是通过一个坐标变换将原始系统化成下

三角结构,然后通过分块反步法设计控制器. 因此,这种方法
能被看作是分块反步法的一般形式或一种扩展.特别地,如果
原始系统正好是下三角结构,那么ϕ(x)和ψ(x)分别可以被选
为[In−p 0]x和[0 Ip]x,于是本文的方法退化成分块反步设计
法. 但是就本方法而言,关键的一步恰恰就是非线性坐标变
换.上述定理的一个重要结论就是: 在假设1下,可以找到一

个微分同胚坐标变换将系统(3)化为下三角形式,并且其中的
g̃ = ḡ(x̄1, v

∗(x̄1) + y)作为一个p× p维矩阵是可逆的.

上面的定理仅仅提供了一个在开子空间U上的局

部结果.如果U = Rn,笔者期望它也能提供一个全部
的结论.如果局部微分同胚Φ(x)成为全局的,这个扩

展将比较容易. 全局微分同胚意味着
∂Φ

∂x
对于所有x

∈ Rn非奇异并且 lim
∥x∥→∞

∥Φ(x)∥ = ∞. 假设 1在整个

Rn空间上成立说明
∂Φ

∂x
对所有x非奇异.而且假如偏

微分方程(6)的解ϕ满足正则性条件

lim
∥x∥→∞

∥ϕ(x)∥=∞,

那么定理1的结果就是全局的.

当将这种方法用于线性系统时,相应的结果将更
简单. 在这种情况下,系统(3)成为

Σ : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (27)

当rankB = p,因为分布∆=R(B)代表了矩阵B的

列空间而且是自然对合的,所以假设 1成立. 为了使
式(6)和式(7)成立, ϕ能被选为ϕ(x) = Πx,其中Π ∈
R(n−p)×n满足ΠB = 0和rankΠ = n− p. 另外ψ(x)

= Nx以使得矩阵Φ =

[
Π

N

]
是可逆的. 正是矩阵N的

选择对最终结果的复杂性有较大的影响.这里选择
N=B+,它代表B的Moore-Penrose伪逆,后面就会
清楚这样选的原因.于是相应的系统Σ̄成为

Σ̄ :

{
˙̄x1(t) = Ā1x̄(t),

˙̄x2(t) = Ā2x̄(t) + B̄u(t),
(28)

其中:
Ā1 = ΠAΦ−1, (29)

Ā2 = B+AΦ−1, (30)

B̄ = B+B = I. (31)

事实上, Φ−1能够表达成Φ−1 = [Π+ B]. 结果,
相应的抽象系统Σ ′成为

Σ ′ : ż(t) = Fz(t) +Gv(t), (32)

其中:
F = ΠAΠ+, G = ΠAB. (33)

令v∗(z) = Kz, V (z) =
1

2
zTPz以使得方阵F +GK

是Hurwitz的,并且(F +GK)TP +P (F +GK) < 0.
另外, p(x̄1, y) = G = ΠAB 可以直接得到. 因此,在
线性情况下的u∗(x)是

u∗(x) =− ((ΠAB)TPΠ +B+A−KΠA+

k(B+ −KΠ ))x. (34)

将前面线性系统的情况总结为下面的推论,这个
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推论同时也是笔者之前工作的一个结果[12]:

推推推论论论 1 对于线性系统(27)和它的抽象系统(32),
如果存在一个正定对称矩阵P和一个p× (n− p)矩

阵K使得(F +GK)TP +P (F +GK) < 0. 那么,控
制器(34)能够渐近镇定系统(27).

4 算算算例例例(Example)
这一节,通过一个例子说明笔者提出的方法. 考虑

一个四维的非线性系统,其中:

f(x)=


x1x3 + x2e

x2

x3

−x3 + x2
3x4 − x2x

3
3

x2
3 + x1

 , g(x)=

x1 ex2

1 0

0 0

x3 0

 ,
它由(文献[2]Example 1.8.4)改编得到. 很明显, g的两
个列向量之间的李括号 [g1, g2]等于 0并且对所有x

∈R4, rank(g(x))=2. 因此,分布∆=span{g1, g2}是
对合的,假设1成立.

为了应用本文提出的方法,首先需要对这个分布
进行积分,即找到两个实值函数ϕ1, ϕ2使得式 (6)和
式(7)能够满足. 这里是指解下面的偏微分方程:

∂ϕ1

∂x
∂ϕ2

∂x



x1 ex2

1 0

0 0

x3 0

 =

[
0 0

0 0

]
,

遵循(文献[2]Example 1.8.4)描述的步骤,能够验证两
个独立解是

ϕ1 = x3,

ϕ2 = x4 − x2x3.

选择

ψ =

[
ψ1

ψ2

]
=

[
x1

x2

]
和ϕ = col(ϕ1, ϕ2)得到坐标变换式(10),即

x̄ = Φ(x) =


x3

x4 − x2x3

x1

x2

 .
于是抽象系统可以表示为

Σ ′ : ż(t) = f̄1(z(t), v(t)), (35)

其中

f̄1 =

[
−z1 + z21z2

v1 − v2(−z1 + z21z2)

]
.

对于这个系统,控制器

v∗(z) =

[
−z31 − k1z2

0

]
, (36)

其中k1 > 0能渐近镇定平衡点z=0. 相应的Lyapunov
函数可选择为

V (z) =
1

2
z21 +

1

2
z22 . (37)

此外,观察到抽象系统是仿射的,可以看出

p(z, y) = p(z, 0) =

[
0 0

1 z1 − z21z2

]
.

因此对于四维的非线性系统,设计出的控制器是

u∗(x) =

−
[
x1 ex2

1 0

]−1

(

[
z2

z1z2(1− z1z2)

]
z=ϕ(x)

+

[
x1x3 + x2e

x2

x3

]
−

[
−3 ∗ z21 − k1

0 0

]
z=ϕ(x)[

−x2x
3
3 + x4x

2
3 − x3

x1 + x2(x2x
3
3 − x4x

2
3 + x3)

]
+ k2

[
x1

x2

]
−

k2

[
−z31 − k1z2

0

]
z=ϕ(x)

) =

[
u1

u2

]
,

其中:
u1=−x3 − k2x2 − (x4 − x2x3)(x3 −

x2
3(x4 − x2x3)),

u2 = −e−x2(x4 − x2x3 + (−3x2
3 + k1x2)

(x2x
3
3 − x4x

2
3 + x3) + x2e

x2 + k2(x
3
3 +

k1(x4 − x2x3)))− x1(e
−x2(k1 + k2 + x3)−

e−x2(x3 + k2x2 + (x4 − x2x3)(x3 −
x2
3(x4 − x2x3)))).

为了图示说明这种方法的有效性,将四维原始系
统的初始值设为x(0) = [2, 1,−1,−2]T,而式(35)的
初始值设为z(0) = ϕ(x(0)) = [−1,−1]T. 图2显示了
闭环抽象系统的状态轨线;图3显示了式(36)中v∗(t)
的第1分量,其中k1选为1. 这些图说明控制器v∗(z)
能渐近镇定这个抽象系统的平衡点z = 0.

图 2 Σ ′的状态轨线

Fig. 2 The state trajectory of Σ ′
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图 3 v∗(t)的第1分量

Fig. 3 The first component trajectory of v∗(t)

图4和图5分别显示了原始系统的状态轨线x(t)和
输入轨线u∗(t). 很明显这个控制器能使四维原始系统
渐近稳定.

图 4 Σ的状态轨线

Fig. 4 The state trajectory of Σ

图 5 Σ的输入轨线

Fig. 5 The input trajectory of Σ

5 结结结论论论(Conclusions)
本文在分层控制的框架下考虑了一类非线性系统

的渐近镇定问题.本文说明了怎样构建一个抽象系统

使得基于它的控制器可以得到原始系统的渐近镇定

器,同时也显示了怎样有效地计算这个控制器. 一个
算例被用于说明这种方法的有效性. 将来的工作包括
两个方面: 寻找可使得非线性系统控制器可迭代计算
的条件,并且如果可能的话设计相应的算法;用分层
方法考虑不确定非线性系统的镇定问题,思路可以参
考笔者之前关于不确定线性系统镇定问题的研究成

果[13].
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