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摘要:由于空间分形Julia集合的参数辨识问题在典型的Langevin问题中尚未解决,本文提出一种新的方法设计了
普遍适用的自适应同步控制器和参数自适应律的解析表达式,解决了在驱动系统参数未知的情况下无法实现同步
控制的问题,并且在实现渐近同步的过程中能够辨识出驱动系统的未知参数,通过仿真示例验证了该方法有效. 另
外,该方法也适用于最基本的Julia集.
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Abstract: Since the parameter identification problem of spatial Julia sets in typical Langevin questions is still unclear,
in this work, the analytical expression of the parameter adaptive law is proposed in order to design the widely used adaptive
synchronous controller. Then the synchronous control can be achieved in spite of unknown target parameters that can be
identified in the asymptotic synchronization process. Based on the application of this method on a few examples, this
strategy has proven to be effective when it is applied to the most basic Julia sets.
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1 引引引言言言

分形理论是数学家曼德布罗特(B. B. Mandelbort)
提出研究分形性质及其应用的科学[1]. 分形理论是一
门新兴的横断学科,成功解释了很多非线性现象,它
在计算机科学、化学、生物学、地理学和社会科学等

众多自然科学中都有着广泛的应用[2–6]. 其中,典型
Langevin问题是指在双势阱和变化的磁场中并受一恒
冲量不断作用的运动带电粒子的动力学,分析其物理
意义发现广义曼德布罗特–茱莉亚(Mandelbort-Julia,
M–J)集的分形结构可形象地反映出带电粒子速度的
变化规律,粒子受到冲量的作用,速度将发生变
化[7–8]. 因此对分形集的同步控制和参数辨识问题的

研究是十分迫切而且有意义的工作.
目前,大部分研究者关注的更多是同步控制问题

而很少考虑参数辨识问题.张永平等人实现了第二
Julia集的同步控制,刘平等人利用线性耦合的方法实
现了耦合映射格中两种不同Julia集的耦合同步[9–10].
除此之外,空间Julia集的线性广义同步以及交替Julia
集的最优控制与同步都得到了充分的关注与研究,王
培等人研究了Julia集不同结构分形集之间的同步,实
现了复Lorenz系统的Julia集与henon映射之间的同
步[11–12]. 王当等人实现了在复杂Lorenz系统中不同结
构的Julia集合Henon映射之间的同步[13–14]. 然而,在
驱动系统参数未知的情况下上述方法效果并不明显.
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本文系统地研究空间Julia集的参数辨识问题,实现了
在驱动系统参数未知的情况下达到空间Julia集的同
步控制.

2 空空空间间间分分分形形形Julia集集集的的的同同同步步步控控控制制制器器器及及及参参参数数数辨辨辨
识识识器器器的的的设设设计计计

2.1 预预预备备备知知知识识识

考虑含有两个独立变量的分布参数复动力系统

zm+1,n + ωzm,n+1 = f(c, zm,n), (1)

其中: f(·)是一个非线性函数, c是复数, ω是一个实参
数且ω ̸= 0. 如果令

f(c, zm,n) = z2m,n + c, (2)

则复动力系统(1)为

zm+1,n + ωzm,n+1 = z2m,n + c. (3)

当ω = 0, n = n0时,则

zm+1,n0
= z2m,n0

+ c. (4)

复动力系统(4)就是最基本的Julia集.

注意到,复动力系统(1)的连续形式是
∂ϕ(z, v)

∂z
+ ω

∂ϕ(z, v)

v
= f(ϕ(z, v)), (5)

而方程(5)是物理上的一维对流方程,因此研究复动力
系统(1)可以为研究一维复对流系统提供有用的信息.
系统(1)含有两个独立的变量,因而其运动状态是空间
运动行为,所以系统(1)称为多变量复动力系统.引入
如下的定义:

定定定义义义 1[15] 对于系统(1),如果一个状态zm,n在迭

代过程中呈现出周期性特征,并且与它差别微小的点
经过迭代之后均离它远去,即表现出斥性特征,则状
态zm,n称为系统(1)的空间斥性周期点.

定定定义义义 2[16] 空间斥性周期点的闭包称为空间

Julia集. 令

Nr = {r, r + 1, r + 2, · · · |r是非负整数}.

考虑复数域上两个相同结构的空间Julia集

xm+1,n + ωxm,n+1 = f(xm,n, c), (6)

ym+1,n + ωym,n+1 = g(ym,n, cm,n), (7)

其中: xm,n是驱动系统状态, ym,n是响应系统状态,
f(·), g(·)都是非线性函数, c, cm,n都是复数, ω是实参
数且ω ̸= 0.

为了使系统(6)和系统(7)的空间Julia集关联起来,
对系统(6)和(7)进行耦合,在系统(7)中引入控制器

ym+1,n + ωym,n+1 =

g(ym,n, cm,n) + um,n(xm,n, ym,n, ω), (8)

其中系统(6)作为驱动系统,系统(8)作为响应系统,控

制器um,n使得驱动系统和响应系统渐近达到同步. ω
是给定的实数, c是驱动系统需要辨识的复数.

当系统参数ω, c, cm,n给定后,其对应的空间Julia
集也确定,不妨分别设为J∗, Jn,如果

lim
n→∞

(Jn ∪ J∗ − Jn ∩ J∗) = ∅, (9)

则称系统(6)和系统(8)的空间Julia集实现同步.

事实上,由空间Julia集的定义知道Julia集J(f)与

f的轨道是紧密相关的,因此本文利用轨道同步实现
空间Julia集同步,并设计了控制器. 系统(6)和(8)迭代
初始值相同,当m → ∞, n → ∞时,系统(6)和(8)实
现渐进同步, cm,n → c,辨识出驱动系统的未知参数c.

2.2 空空空间间间Julia集集集的的的同同同步步步控控控制制制器器器及及及参参参数数数辨辨辨识识识器器器的的的
设设设计计计

考虑一类相当广泛的复系统空间Julia集zm+1,n+

ωzm,n+1 = z2m,n + c,其中: c是复数, ω是实参数且

ω ̸= 0,讨论该系统的同步控制及参数 c的辨识问题.
此时,驱动系统(6)和响应系统(8)分别如下:

xm+1,n + ωxm,n+1 = x2
m,n + c, (10)

ym+1,n + ωym,n+1 = y2
m,n + cm,n + um,n. (11)

令驱动系统(10)与响应系统(11)之间的误差为
em,n = xm,n − ym,n. (12)

假设驱动系统是参数c未知的分形集. 本文的目的是
通过设计适当的同步控制器,在驱动系统参数未知的
情况下,使得驱动系统(10)和响应系统(11)达到渐近
同步,同时辨识出未知参数c.

为此,设计响应系统(11)同步控制器为

um,n = x2
m,n − y2

m,n, (13)

参数辨识器为

cm+1,n − ωcm,n+1 − (1− ω)cm,n = kem,n, (14)

其中2ω2 − 2 < k < 0, 0 < ω < 1,

1− 2ω

4
< k <

3 + 2ω − ω2

4
, 1 6 ω < 3,

且ω, k为实数.

定定定理理理 1 对于系统(10)和(11),当采用同步控制
器式(13)和参数辨识器式(14)时,则驱动系统(10)和
响应系统(11)从任意初值出发的轨迹均可以达到全局
渐近同步,并且辨识出驱动系统空间Julia集的参数c.

证证证 由前面分析知,若驱动系统(10)和响应系统
(11)实现轨道同步,则系统(10)和(11)的空间Julia集从
任意初始值出发均可达到全局渐近同步.若证系统
(10)和 (11)实现轨道同步,即证 |xm,n − ym,n| → 0

(m→∞, n→∞),即证|em,n|→0(m→∞, n → ∞).
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由式(10)–(11)(13)知

xm+1,n − ym+1,n + ω(xm,n+1 − ym,n+1) =

c− cm,n. (15)

又由式(12)知

xm+1,n − ym+1,n = em+1,n (16)

和

xm,n+1 − ym,n+1 = em,n+1. (17)

将式(16)–(17)代入式(15)得

em+1,n + ωem,n+1 = c− cm,n, (18)

因此,有

em+2,n + ωem+1,n+1 = c− cm+1,n, (19)

ωem+1,n+1 + ω2em,n+2 = ωc− ωcm,n+1. (20)

将式(14)代入式(18)–(20)得

ω2em,n+2 − em+2,n + (1− ω)em+1,n +

(1− ω)ωem,n+1 − kem,n = 0. (21)

为简化证明过程,只考虑一特殊条件,令k = k1 + k2,
则ω2em,n+2 + (1− ω)ωem,n+1 − k1em,n = 0,

−em+2,n + (1− ω)em+1,n − k2em,n = 0.

(22)

式(22)特征方程为ω2λ2 + (1− ω)ωλ− k1 = 0,

µ2 − (1− ω)µ+ k2 = 0.
(23)

根据式(23)的特征根分两种情况讨论:

1) 当2ω2−2<k60且0<ω<1时,令2ω2−ω <

k1 < ω, ω − 2 < k2 < −ω,则有{
∆1 =ω2(1− ω)2 + 4ω2k1 > 0,

∆2 = (1− ω)2 − 4k2 > 0.
(24)

因此,式(22)的解为{
em,n = t1λ

n
1 + t2λ

n
2 ,

em,n = t3µ
n
1 + t4µ

n
2 ,

(25)

其中t1, t2, t3, t4是待定常数. 并且通过解式(23)的特
征根,得

|λ1,2|= |−(1−ω)ω±
√
ω2(1−ω)2+4ω2k1
2ω2

|<1,

|µ1,2|= |1− ω ±
√
(1−ω)2−4k2
2

| < 1.

(26)

由式(26)知

|λ1,2|
|µ1,2|

= | (ω − 1)±
√
(1− ω)2 + 4k1

ω(1− ω)± ω
√
(1− ω)2 − 4k2

|. (27)

当ω, k1和k2在允许的范围内时,
|λ1,2|
|µ1,2|

= t. t是一

个实数,得|λ1,2| = t|µ1,2|. 令t3 = t1t
n, t4 = t2t

n,得
式(22)的稳定解

em,n = t3µ
n
1 + t4µ

n
2 , (28)

即|em,n| → 0(m → ∞, n → ∞). 式(22)的解也是式

(21)的解,因此式 (21)解也是稳定的,即 |em,n| → 0

(m → ∞, n → ∞).

2) 当
1− 2ω

4
< k <

3 + 2ω − ω2

4
,且1 6 ω < 3

时,令−ω2

4
< k1 < −(1− ω)2

4
,
(1− ω)2

4
<k2 < 1,

则 {
∆1 < 0,

∆2 < 0.
(29)

因此,式(22)的解为{
em,n = t5λ

n
3 cos(nθ) + t6λ

n
3 sin(nθ),

em,n = t7µ
n
3 cos(nθ) + t8µ

n
3 sin(nθ),

(30)

其中t5, t6, t7, t8是待定常数.

由−ω2

4
<k1<−(1− ω)2

4
,
(1− ω)2

4
<k2<1,且

1 6 ω < 3知λ3 =

√
2(1− ω)2 + 4k1

2ω
< 1,

µ3 = k2 < 1.
(31)

由式(31)知

λ3

µ3

=

√
2(1− ω)2 + 4k1

2ωk2
. (32)

ω, k1和k2在允许范围内时,
λ3

µ3

= t. t为实数,即λ3 =

tµ3.令t7 = t5t
n, t8 = t6t

n,则式(22)的解为

em,n = t7µ
n
3 cos(nθ) + t8µ

n
3 sin(nθ). (33)

这个解是稳定的,即 |em,n| → 0 (m → ∞, n → ∞).
式(22)的解也是式(21)的解,则式(21)解为稳定的,即
|em,n| → 0(m → ∞, n → ∞).
综上所述,驱动系统(10)和响应系统(11)从任意初

值出发的轨迹均可以达到全局渐近同步. 证毕.

例例例 1 系统(10)中: c = 0.75+0.15i, 1 < ω < 3,
令k=−0.4,初始参数c0,0=−0.55−0.55i, MATLAB
计算精度16位,本文取4位小数位数. 迭代12步时,即
m = n = 12时,驱动系统(10)和响应系统(11)的空间
Julia集如图1(a)–(b)所示. 迭代20步时,即m=n = 20

时,驱动系统(10)和响应系统(11)的空间Julia集如
图1(c)–(d). 迭代80步时,驱动系统(10)和响应系统(11)
的空间Julia集如图1(e)–(f).

由图 1知,随着迭代步骤m,n的增加,驱动系统
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(10)和响应系统(11)的空间Julia集渐近同步.

(a) m = n = 12时,系统(10)的空间Julia集

(b) m = n = 12时,系统(11)的空间Julia集

(c) m = n = 20时,系统(10)的空间Julia集

(d) m = n = 20时,系统(11)的空间Julia集

(e) m = n = 80时,系统(10)的空间Julia集

(f) m = n = 80时,系统(11)的空间Julia集

图 1 k = −0.4时,驱动系统(10)和相应系统(11)的
空间Julia集

Fig. 1 The spatial Julia set of the target system (10) and

the response system (11) at k = −0.4

当k = −0.4时,响应系统(11)的参数cm,n实部辨

识过程和虚部辨识过程如图2所示. 驱动系统(10)和响
应系统(11)的误差|em,n|的变化过程如图3所示.

由图2、图3知,随着迭代次数的增加,参数cm,n的

实部和虚部值分别稳定在0.7231和0.1443,误差em,n

的实部和虚部渐近趋于零. 因此响应系统(11)和驱动
系统(10)实现渐近同步,且辨识出驱动系统(10)的未
知参数c.

(a) 响应系统 (11)参数cm,n实部辨识过程

(b) 响应系统 (11)参数cm,n虚部辨识过程

图 2 k = −0.4,响应系统(11)的参数cm,n实部和
虚部辨识过程

Fig. 2 The identification process of cm,n of the response
system (11) at k = −0.4
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(a) 系统(10)和(11)的误差em,n实部变化过程

(b) 系统(10)和(11)的误差em,n虚部变化过程

图 3 k = −0.4,驱动系统(10)和响应系统(11)的
误差|em,n|的变化过程

Fig. 3 The em,n between systems (10) and (11) changing

with k = −0.4

当 k的取值逐渐减小,驱动系统 (10)和响应系统
(11)的误差|em,n|的变化过程如图4所示.

由图4知,当k的取值越来越小,误差|em,n|趋向于
0的速度越来越快,辨识效果越来越好.

(a) k = 0.2637

(b) k = 0.1394

(c) k = 0.0020

(d) k = −1.0862

(e) k = −0.9623

(f) k = −0.4113

图 4 k值逐渐减小,驱动系统(10)和响应系统(11)的

误差|em,n|的变化过程
Fig. 4 The | em,n | between systems (10) and (11) changing

with k when k becomes smaller

当 k = 5时,迭代 80步,驱动系统(10)和响应系统
(11)的空间Julia集如图5(a)–(b).
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(a) 驱动系统(10)的空间Julia集

(b) 响应系统(11)的空间Julia集

图 5 k = 5, m = n = 80,驱动系统(10)和响应系统(11)的
空间Julia集

Fig. 5 The spatial Julia sets of systems (10) and (11) at k = 5

and m = n = 80

当k = 5时,响应系统(11)的参数cm,n实部辨识过

程和虚部辨识过程如图6所示,驱动系统(10)和响应系
统(11)的误差em,n变化过程如图7所示.

(a) 响应系统(11)参数cm,n实部辨识过程

(b) 响应系统(11)参数cm,n虚部辨识过程

图 6 k = 5,响应系统(11)的参数cm,n实部和虚部的

辨识过程

Fig. 6 The identification process of cm,n of the response

system (11) at k = 5.

(a) 驱动系统(10)和响应系统(11)的误差em,n

实部变化过程

(b) 驱动系统(10)和响应系统(11)的误差em,n

虚部变化过程

图 7 k = 5,驱动系统(10)和响应系统(11)的误差em,n

变化过程

Fig. 7 The em,n between systems (10) and (11) changing

with k = 5

由仿真结果知,随着迭代次数的增加,响应系统
(11)的参数cm,n实部和虚部趋于无穷大,因此驱动系
统(10)和响应系统(11)不能实现同步,也无法辨识参
数c. 误差em,n实部和虚部也不趋于0.

3 基基基本本本Julia集集集的的的同同同步步步控控控制制制器器器及及及参参参数数数辨辨辨识识识器器器
的的的设设设计计计

特别地,令空间分形Julia集驱动系统(10)和响应
系统 (11)中ω = 0, n = n0,讨论其最基本 Julia集
zm+1,n0

= z2m,n0
+ c的参数辨识问题.此时驱动系统

和响应系统形式分别如下:

xm+1,n0
= x2

m,n0
+ c, (34)

ym+1,n0
= y2

m,n0
+ cm,n0

+ um,n0
. (35)

令驱动–响应系统之间的误差变量为

em,n0
= xm,n0

− ym,n0
. (36)

同步控制器um,n0
的结构为

um,n0
= x2

m,n0
− y2

m,n0
. (37)

参数辨识器的结构为

cm+1,n0
− cm,n0

= kem,n0
, (38)

其中k为0 < k < 1的常数,则驱动系统(40)和响应系
统 (41)从任意初始值出发均可达到全局渐近同
步[17–18].

4 结结结论论论

本文研究了一类空间分形集Julia集的辨识控制问
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题.提出了一种新方法实现驱动响应系统同步控制,
并解决了空间分形Julia集的参数辨识问题.该方法是
将差分方程稳定性的性质应用于空间分形Julia集辨
识控制当中,成功的解决了在驱动系统参数未知情况
下,实现驱动响应系统的同步控制.同时设计了自适
应同步控制器和参数辨识器,实现了驱动响应系统渐
近的达到同步过程中辨识出驱动系统未知参数. 另外,
本文特别地讨论了最基本的Julia集参数辨识和同步
控制问题.本文为将空间分形Julia集更好的应用于实
际提供了一定的理论基础. 下一步笔者会改进辨识方
法来得到更好的辨识效果,并尽力寻找最优解.
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