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摘要:在传统变论域模糊控制系统中,论域随着输入的变化实时改变,论域的反复调整降低了控制的实时性,同
时伸缩因子的函数结构和参数也不易确定. 基于上述问题本文设计了基于改进型变论域算法的三级倒立摆模糊控
制器: 首先提出了相对变论域控制思想,然后采用模糊逻辑推理器构造了伸缩因子,实时调整输入变量,从而相对
性地改变论域大小,避免了传统伸缩因子的函数结构和参数不易确定的问题,并根据系统闭环响应曲线设计了控制
器输出调整因子. 最后采用极点配置方法对状态变量进行综合,避免了规则爆炸问题.三级倒立摆的仿真结果表明
了该方法具有较好的控制效果.
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The design of improved variable universe fuzzy controller of
triple inverted pendulum
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Abstract: In traditional variable universe fuzzy control system, the universe changes with the values of input variables;
this damages the response rapidity. What’s more, it is difficulty to select the function models for the expansion-contraction
factors and their parameters. To deal with the above problems, a fuzzy controller of triple inverted pendulum based on a
new variable universe algorithm is designed. First, the idea of comparatively variable fuzzy control is presented. Second,
the expansion-contraction factor is constructed based on the fuzzy logic inference rule list, and the output tuning factor is
designed based on the closed-loop response curve. Finally, pole assignment method is employed to integrate the states into
two variables to avoid the rules explosion problem. The simulation results show, compared with the traditional variable
universe fuzzy control, the proposed controller improve the response speed and control precision of the inverted pendulum
system.
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1 引引引言言言(Introduction)
倒立摆系统的研究开始于19世纪50年代, 它是

一个典型的非线性、高阶次、多变量、强耦合和绝

对不稳定系统. 许多抽象的控制概念, 如系统的稳
定性、可控性、系统的收敛速度和抗干扰能力都可

以通过倒立摆直观地表现出来. 随着现代控制理
论的发展,倒立摆的研究对于火箭飞行控制和机器
人控制等现代高科技的研究具有重要的实践意义.
目前比较常见的倒立摆稳定控制方法有线性控制,
如LQR, LQY等; 智能控制,如变论域自适应模糊控
制[1,2],遗传算法,预测控制等.

模糊控制是近年来发展起来的一种智能控制技

术,在许多领域得到了成功应用,由于模糊控制器本
质上是一种插值器[3], 因此传统的模糊控制只适合
于粗糙的控制场合[4],对于高精度的控制问题,传统
模糊控制的效果并不理想.要想取得较好的控制效
果,必须增加规则数目,而这对于依赖专家知识的规
则来讲是困难的. 李洪兴教授在文献[1]中首次提出
了变论域模糊控制器的基本结构和一些相关算法.
所谓变论域模糊控制器, 就是选取合适的论域伸缩
因子,以论域之变应误差之变,使得实际的控制规则
大幅度减少. 实践证明,这种控制器可以取得较高的
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控制精度.但是论域的实时改变导致计算量增加,削
弱了控制的实时性. 伸缩因子对论域变化起着十分
重要的作用, 然而伸缩因子的函数结构的选择和参
数确定依赖于经验[5],目前没有统一的确定方法. 本
文提出了一种基于改进型变论域算法的模糊控制器

设计方法,该方法首先提出相对变论域思想:选择合
适的伸缩因子实时调整输入变量, 从而相对性实时
改变论域大小, 避免传统变论域中论域反复重新调
整对系统实时性实现能力的削弱; 其次采用模糊逻
辑推理器构造了伸缩因子, 避免了传统伸缩因子函
数模型和参数的不易确定的问题.直线三级倒立摆
的仿真结果表明了文中方法具有较好的控制性能.

2 系系系统统统的的的数数数学学学模模模型型型(System mathematical
model)
三级倒立摆主要由小车, 摆1、摆2、摆3组成, 它

们之间自由链接. 小车可以在水平导轨上左右平移,
摆杆可以在铅垂平面内运动,将其置于坐标系后如
图1所示.

图 1 三级倒立摆简化模型

Fig. 1 A simplified model of the triple inverted pendulum

规定顺时针方向的转角和力矩均为正. 此外,
约定以下记号: u为外界作用力, x为小车位移,
θi(i = 1, 2, 3)为摆i与铅垂线方向的夹角, Oi分别

为摆i的链接点位置, M0为小车的质量, Mi为摆i的

质量, Ji为摆i绕其质心的转动惯量, li为Oi到摆i的

质心的距离, Li为摆i的长度, f0为小车与导轨间的

滑动摩擦系数, fi为摆i绕Oi转动摩擦阻力矩系数.

表 1 三级倒立摆系统实验参数

Table 1 Experimental parameters of system

参数 参数值 参数 参数值

M0 1.32 kg J1 0.0022 kg·m2

M1 0.15 kg J2 0.0050 kg·m2

M2 0.22 kg J3 0.0032 kg·m2

M3 0.18 kg f0 22.9 N·S/m
l1 0.20 m f1 0.0071 N·S/m
l2 0.30 m f2 0.0026 N·S/m
l3 0.24 m f3 0.0026 N·S/m

采用GLIP-2003型三级倒立摆系统, 利用拉格
朗日方程并带入参数得到系统的状态空间表达式

为[2,7] {
Ẋ(t) = AX(t) + Bu(t),
Y (t) = CX(t) + Du(t).

(1)

其中:
X(t) = [x, θ1, θ2, θ3, ẋ, θ̇1, θ̇2, θ̇3]T,

A =
[
O4×4 I4×4

A21 A22

]
,

A21 =




0 − 4.675 0.561 0.296
0 34.808 − 47.641 − 2.703
0 − 41.672 127.280 − 9.894
0 8.410 − 97.569 63.166


 ,

A22 =




−16.809 0.017 − 0.006 − 0.003
57.098 − 0.563 0.330 − 0.072

−62.143 0.981 − 0.660 0.330
6.440 − 0.535 0.517 − 0.764


 ,

B=[0 0 0 0 8.631 − 22.149 25.320 − 5.112]T,

C =




1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


 , D = [0 0 0 0]T.

3 改改改进进进型型型变变变论论论域域域模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设计计计(Design of
fuzzy controller based on advanced variable
universe algorithm )
文献[1]中提出了变论域自适应模糊控制器, 即

论域随着误差的变化而变化,有利于提高控制精度,
实验和实践证明变论域模糊控制器有着优越的控制

性能.简要介绍一下变论域自适应模糊控制器的结
构,详细介绍请参见文献[1].
设Xi = [−Ei, Ei], Y = [−U,U ]为输入变量

xi(i = 1, 2, · · · , n)和输出变量y的论域, Ai =
{Aij}(j = 1, 2, · · · ,m)和Bj = {Bj}分别为论
域Xi和Y的模糊划分, 通常Ai和Bj为语言变量, 由
此可以得到一组模糊推理规则:

If x1 is A1j, · · · , and xn is Anj, then y is Bj. (2)

设xij为Aij的峰点, yj为Bj(j = 1, · · · ,m)的峰
点, 根据文献[3]的结论, 基于规则(2)的模糊控制器
可以由n元插值函数F (x1, x2, · · · , xn)表示:

F (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

Aij(xij)yj. (3)

所谓变论域就是论域随着xi, y的变化而变化,即

Xi(xi) = [−αi(xi)Ei, αi(xi)Ei],

Y (y) = [−β(y)U, β(y)U ],
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其中αi(xi), β(y)分别为论域Xi, Y的伸缩因子. 文
献[1]中给出了构造的伸缩因子所具有的性质,并给
出了αi(xi), β(y)的一个具体表达式.

误差的实时变化导致论域的实时改变,这增加了
时间开销不利于实时性实现.根据模糊控制的插值
机理可知模糊控制器本质上是一种插值器, 其逼近
精度取决于插值点数[8,10]. 本文采用相对变论域方
法: 即在输入输出论域及隶属函数的模糊划分不变
的情况下,通过伸缩因子实时改变输入变量的范围,
保证插值点数不变,从而相对性地改变论域的大小,
即当误差变大时,使伸缩因子变小,从而论域相对变
大,使控制器起到“粗调”作用; 当误差变小时,使
伸缩因子变大,从而论域相对性变小,使控制器起到
“细调”作用.

3.1 输输输 入入入 伸伸伸 缩缩缩 因因因 子子子 设设设 计计计(Design of input
contraction-expansion factor)
伸缩因子的选择是变论域模糊控制器设计中的

重要环节,一般采用带有参数的函数结构,然后基于
经验或系统特性确定参数, 但是伸缩因子的函数结
构目前没有统一的形式. 本文采用基于模糊逻辑推
理器构造伸缩因子,实现对输入变量值的实时调整,
从而间接实现论域的伸缩变化,保证控制精度.输入
变量的隶属函数和论域划分形式均采用如图2所示
的结构, 伸缩因子的倒数的隶属函数和论域划分结
构采用图3所示的结构.

图 2 e和ec隶属函数及论域划分

Fig. 2 Universe partition and memberships of e and ec

图 3 α(e, ec)的隶属函数及论域划分

Fig. 3 Universe partition and membership of α(e, ec)

伸缩因子的模糊推理器设计利用MATLAB的
fuzzy工具箱,控制器输入为误差e及其变化率ec, 输

出为伸缩因子. 根据偏差e经因子α(x)后,落在原始
论域中的点要与文献[1]中的偏差e落在收缩后的论

域中的点所对应的模糊子集及其隶属函数相符的原

则可知: 当偏差e较大时,应该使其在原始论域上进
行“粗调”控制,使其尽快进入稳定区域,此时相当
于偏差与论域都不变,则偏差e的系数应该为1;当偏
差e接近稳定区域后,论域应当随着偏差的减少而不
断收缩, 此时的论域相对于偏差收缩了, 如果保持
论域不变,又要保持变论域的控制效果,则应当相应
的加大偏差,则不变的论域相对于变大后的偏差e来

说收缩了, 因此, 此时偏差e的作用系数α(x)应该大
于1. 也就是说,随着偏差e的不断减少, α(x)从1开始
不断增加. 基于模糊逻辑的伸缩因子模糊推理规则
表如表2所示.

表 2 伸缩因子模糊规则表

Table 2 Fuzzy rule of contraction-expansion factor

E
EC

NB NM NS ZE PS PM PB

NB PB PM PM PS PM PM PB
NS PB PM PS PS PS PM PB
NM PM PS PS PE PS PS PM
ZE PM PS PE PE PE PS PM
PS PM PM PS PE PS PM PM
PM PB PM PS PS PS PM PB
PB PB PB PM PS PM PB PB

3.2 输输输出出出调调调整整整因因因子子子设设设计计计(Design of tuning factor)
由理想闭环响应曲线可知, 当误差增大时, 系

统易产生超调, 应该使控制器输出增益增大, 以尽
快减小超调; 当误差减小时, 可以使控制量适当减
小, 以节约控制能量. 经过权衡, 本文选择输出调
整因子γ(E) =

√
1− e−k|E|, 在整个控制过程中实

时调整控制器输出量. 其中k为待设计参数, 这里
取k = 0.8,设系统模糊控制器输出为y1(E, EC),则
系统最终控制量为

y(E, EC) = γ(E)y1(E, EC). (4)

3.3 状状状态态态信信信息息息综综综合合合(States integrated)
三级倒立摆是一个典型的多变量系统.本文采用

极点配置方法来降低控制器输入的维数, 使它们综
合为误差E和误差变化率EC:

E = [k1, k2, k3, k4][x, θ1, θ2, θ3]T, (5)

EC = [k5, k6, k7, k8][x, θ1, θ2, θ3]T. (6)

这里k1, k2, · · · , k8为综合误差系数. 采用状态极点
配置方法取得的状态反馈矩阵作为综合误差系数.
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为此,设系统期望极点为

[−2 + i,−2− i,−8 + i,−8− i,−9 + 2i,

− 9− 2i,−11 + 3i,−11− 3i].

利用极点配置理论可以得到系统的状态反馈矩阵:

K = [−5.6, 856.4,−955.1,−1256.4,

598.5, 127.1,−123.9,−162.1].

这里取

[k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8] =
K

‖K‖ 2

,

此处‖K‖2 = 1908.0.

4 系系系统统统仿仿仿真真真结结结果果果及及及对对对比比比分分分析析析(Simulation re-
sults and contrastive analysis)
设基于文献[1,2]的变论域模糊控制器的伸缩因

子如文献[2]中所示的形式, 这里取λ = 0.5, k =
10, KI = pi = 5 ,并记基于上述参数的变论域控制
方法为传统算法; 记本文设计的基于改进型变论域
的模糊控制方法为改进算法. 设三级倒立摆的初始
状态为: [−0.1, π/100,−π/100, π/200]. 仿真结果如
图4∼图7所示.

图 4 小车位移曲线

Fig. 4 Response curve of displacement

图 5 摆角1曲线

Fig. 5 Response curve of rod 1

图 6 摆角2曲线

Fig. 6 Response curve of rod 2

图 7 摆角3曲线

Fig. 7 Response curve of rod 3

仿真结果表明,相对于传统基于函数结构伸缩因
子的算法,采用改进算法不但有效提高了响应速度,
缩短了稳定时间, 而且还减小了超调量, 由图4可以
看出小车位移基本没有超调.具体精度对比如表3所
示(t = 14 s).

表 3 两种算法的精度比较
Table 3 The precisions of two algorithms

比较对象 传统算法 改进算法

x/m 0.9972 1.0023

θ1/rad 0.00094 −0.00008

θ2/rad 0.00072 0.00021

θ3/rad 0.00052 0.000032

5 结结结论论论(Conclusion)
本文设计了基于改进型变论域算法的三级倒立

摆模糊控制器. 首先提出了相对变论域控制思想,相
对改变论域变化范围的同时,提高了系统响应速度,
实质上也起到了对控制规则进行了优化的作用. 其
次采用模糊逻辑构造了伸缩因子推理器, 实时调整
输入变量, 该方法避免了传统变论域算法中伸缩因
子函数结构和参数不易确定的问题,然后搭建了三
级倒立摆仿真平台, 仿真结果表明了该方法具有较
好的控制精度和响应速度.
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