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摘要:针对一类参数未知的时滞Chen混沌系统,研究了其指数同步问题.利用Lyapunov稳定理论设计了指数同步
控制器和参数自适应律,基于线性矩阵不等式技术给出了其指数同步的充分条件.利用所提出的指数同步方法解决
了保密通信问题,且更符合实际情况. 所设计的控制器是实用有效,易于实现. 仿真示例验证了该方法的有效性.
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Abstract: For a class of delayed Chen chaotic systems with unknown parameters, the scheme of its exponential syn-
chronization is discussed. Based on Lyapunov stability theory, an exponential synchronization controller and adaptive laws
of parameters are designed. A sufficient condition of exponential synchronization is then given by using the linear matrix
inequality technique. The proposed method is also applied to secure communications. The designed controller is easily
implemented in practice. An illustrative example is used to demonstrate the effectiveness of the presented method.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从1990年Pecora和Carroll[1]提出了混沌同步的

原理, 并在电路中得以实现以来, 混沌的高度类随
机性、对初值的敏感依赖性及其宽频谱性质，使得

它在保密通信、扩频通信中有极好的应用前景[2∼5].
对于混沌保密通信, 大量的研究集中在只有一个
正的Lyapunov指数的低维混沌系统, 这样的系统由
于复杂性不高, 在保密通信中很容易被破译. 对于
具有多个正的Lyapunov指数的高维系统(非时滞超
混沌系统), 它产生的时间序列具有高随机性[6], 但
非时滞超混沌系统的结构往往变得复杂, 对于实
际应用是非常不利的. 而时滞混沌系统产生多个
正的Lyapunov指数的个数不再受系统维数的限制,
时滞混沌系统的这个特征使它特别适用于保密通

信[7,8]. 将时滞混沌系统应用在保密通信中已成为人

们研究的热门话题.
目前人们已经提出了各种各样的混沌同步方法,

比如驱动–响应混沌同步方法、自适应混沌同步方
法、变结构混沌同步方法、脉冲混沌同步方法、滞后

混沌同步方法等[9∼13]. 但如果能让响应系统与驱动
系统以较快的速度(如指数收敛速度)达到同步并将
这种混沌指数同步的方法应用在保密通信中，将具

有理论和实际意义.
本文主要针对一类参数未知的时滞混沌系统的

指数同步问题, 利用Lyapunov稳定理论和线性矩阵
不等式技术给出了一个指数同步的条件,设计了指
数同步控制器和参数自适应律,并利用这种混沌指
数同步解决保密通信的问题.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑如下时滞Chen混沌系统:
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ẋ1(t) = a(x2(t)− x1(t)),
ẋ2(t) = (c− a)x1(t)− x1(t)x3(t)+

(c− d)x2(t) + dx2(t− τ),
ẋ3(t) = x1(t)x2(t)− bx3(t).

(1)

其中a, b, c和d是系统的参数. 当参数取值为

a = 35, b = 3, c = 28, d = 3, τ = 0.1

时,系统(1)将产生混沌现象,如图1所示.

图 1 当a = 35, b = 3, c = 28, d = 3, τ = 0.1时的时

滞Chen混沌系统(1)的相轨迹图
Fig. 1 Phase trajectory of delayed Chen chaotic system(1)

when a = 35, b = 3, c = 28, d = 3, τ = 0.1

假设系统(1)为驱动系统, 而响应系统的数学表
达式为




ẏ1(t) = â(y2(t)− y1(t)) + u1,

ẏ2(t) = (ĉ− â)y1(t)− y1(t)y3(t)+
(ĉ− d̂)y2(t) + d̂y2(t− τ) + u2,

ẏ3(t) = y1(t)y2(t)− b̂y3(t) + u3.

(2)

其中: â, b̂, ĉ, d̂是系统待估计的参数, u1, u2, u3是待

设计的控制器,它控制驱动系统(1)和响应系统(2)指
数同步.
令e (t) = y (t) − x (t)表示同步误差信号. 控制

器u (t)设计为误差反馈控制,即

u(t) =Ke(t) =



k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3







e1(t)
e2(t)
e3(t)


 . (3)

其中: K为控制增益矩阵, 它能够使响应混沌系
统(2)的轨迹指数同步驱动混沌系统(1)的轨迹.
注注注 1 控制器采用式(3)的形式,只考虑本通道的状态

信息,设计简单,便于实现.

假假假设设设 1 根据混沌系统的有界性, 设|x2| 6
Mc2, |x3| 6 Mc3, 其中Mc2,Mc3可以从仿真中得

到.
定定定义义义 1 如果存在θ > 0和ρ > 0, 对于系统的

每一个e (t)解,满足下列不等式:

‖e(t)‖ 6 ρe−θt sup
−τ6λ60

{‖e(λ)‖}, ∀t > 0. (4)

则该系统是指数稳定的, 其中: θ是指数收敛率, ‖·‖
表示欧几里德范数.
选取控制器为(3)的形式,令驱动–响应系统之间

的误差变量为

e1(t) = y1(t)− x1(t),

e2(t) = y2(t)− x2(t),

e3(t) = y3(t)− x3(t),

e2(t− τ) = y2(t− τ)− x2(t− τ).
故由式(1)和(2)可得误差系统如下:





ė1(t) =a(e2(t)− e1(t)) + (a− â)(y1(t)−
y2(t)) + k1e1(t),

ė2(t) =(c− a)e1(t)− (c− ĉ− a + â)y1(t)+

(c− d)e2(t)− e1(t)e3(t)−
(c− ĉ− d + d̂)y2(t)−
e3(t)x1 − e1(t)x3 + k2e2(t)+

de2(t− τ)− (d− d̂)y2(t− τ),

ė3(t) =e1(t)e2(t) + e1(t)x2 + e2(t)x1−
be3(t) + (b− b̂)y3(t) + k3e3(t),

(5)

并且令e(λ) = [e1(λ) e2(λ) e3(λ)]T = ϕ(λ), λ ∈
[−τ, 0].
3 指指指数数数同同同步步步控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Exponential syn-

chronization controller design)
定定定理理理 1 若假定ϕ(λ) 6= 0，选取控制器的形式

为式(3),且满足下列矩阵不等式成立:


2p(θ + k1 − a) pMc3 p(Mc2 + c)
pMc3 Ω 0

p(Mc2 + c) 0 2p(θ + k3 − b)


 < 0.

(6)

其中: p, q, θ为正数, Ω = 2pθ + 2p (c− d + k2) +
q + q−1p2d2e2θτ ,并且选择如下的参数自适应律:




˙̂a = e2θtp(e1(t)(y1(t)− y2(t)) + e2(t)y1(t)),
˙̂
b = e2θtpe3(t)y3(t),
˙̂c = −e2θtp(e2(t)y1(t) + e2(t)y2(t)),
˙̂
d = e2θtp(e2(t)y2(t)− e2(t)y2(t− τ)),

(7)

则驱动时滞Chen混沌系统(1)和响应时滞Chen混沌
系统(2)指数同步.
证证证 设ea = a− â, eb = b− b̂, ec = c− ĉ, ed =
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d − d̂为参数â, b̂, ĉ和d̂的估计误差, 选择Lyapunov函
数为

V (e(t)) =

e2θtp
(
e2
1 (t) + e2

2 (t) + e2
3 (t)

)
+

w t

t−τ
e2θsqe2

2 (s) ds + (e2
a + e2

b + e2
c + e2

d). (8)

则它沿系统(5)的导数为

V̇ (e(t)) =

e2θt{2θp(e2
1 + e2

2 + e2
3) + 2p(e1ė1 +

e2ė2 + e3ė3) + qe2
2 − e−2θτqe2

2τ}+

2eaėa + 2ebėb + 2ecėc + 2edėd =

e2θt{2θp(e2
1 + e2

2 + e2
3) + qe2

2 +

2pe1(a(e2 − e1) + ea(y1 − y2) +

k1e1) + 2pe3(e1e2 + e1x2 + e2x1 −
be3 + eby3 + k3e3) + 2pe2((c− a)e1 −
(ec − ea)y1 + (c− d + k2)e2(t)−
(ec − ed)y2 − e1e3 − e3x1 −
e1x3 − e−2θτqe2

2τ + de2τ − edy2τ )} −
2ea

˙̂a− 2eb
˙̂
b− 2ec

˙̂c− 2ed
˙̂
d. (9)

将式(7)代入式(9)中,可得

V̇ (e(t)) =

e2θt{2θp(e2
1 + e2

2 + e2
3) + qe2

2 −
e−2θτqe2

2τ + 2p((k1 − a)e2
1 +

(k3 − b)e2
3 + (c− d + k2)e2

2 +

e1e3x2 + e1e2c− e1e2x3 + e2de2τ )} =

e2θt{2p(θ + k1 − a)e2
1 +

(2pθ + 2p(c− d + k2) + q)e2
2 +

2p(e1e3x2 + e1e2c− e1e2x3) + 2p(θ +

k3 − b)e2
3 + 2pe2de2τ − e−2θτqe2

2τ} 6
e2θt{2p(θ + k1 − a)e2

1 +

(2pθ + 2p(c− d + k2) + q)e2
2 +

2p(e1e3x2 + e1e2c− e1e2x3) +

2p(θ + k3 − b)e2
3 + q−1e2θτp2d2e2

2} 6
e2θt{2p(θ + k1 − a)e2

1 + 2p(θ + k3 − b)e2
3 +

(2pθ + 2p(c− d + k2) + q +

q−1p2d2e2θτ )e2
2 + 2p(‖e1e3‖(Mc2 + c) +

‖e1e2‖Mc3)} = eTΩe. (10)
根据式(6),即Ω < 0,所以得到V̇ (e(t)) < 0.

考虑式(10),可以得到V (e(t)) < V (e(0)),并且

V (e(0)) =

p(e2
1 + e2

2 + e2
3) +

w 0

−τ
e2θsqe2

2(s)ds +

(e2
a + e2

b + e2
c + e2

d) 6

p‖ϕ‖2 + q‖ϕ‖2 1
2k

(1− e−2θτ ) +

(e2
a + e2

b + e2
c + e2

d). (11)
令η > 0是一个有界的标量,则上式可写为

V (e(0)) 6 η sup
−τ6λ60

{‖e(λ)‖2}.
又因为

V (e(t)) > e2θtp‖e(t)‖2,

所以得到

e2θtp‖e(t)‖2 6 η sup
−τ6λ60

{‖e(λ)‖2}, (12)

即

‖e(t)‖ 6 ρe−θt sup
−τ6λ60

{‖e(λ)‖}. (13)

其中ρ = ηp−1. 根据定义1, 则误差系统(5)是指
数稳定的, 即驱动时滞Chen混沌系统(1)和响应时
滞Chen混沌系统(2)指数同步. 证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Simulations)
根据定理1, 在仿真中, 驱动系统的初始条件

为x0 = [5, 5, 15]T, 响应系统的初始条件为y0 =
[4, 4, 12]T. 由图1中可知Mc2 = 40, Mc3 = 50. 选取
待估计的参数初始值为â = 30, b̂ = 4, ĉ = 20, d̂ =
5. 当θ = 0.1时,解LMI得

p = 0.0113, q = 2.9692, k1 = −248.3982,

k2 = −385.3451, k3 = −261.0354,

同步误差e随时间的变化曲线如图2所示. 由图中可
知,同步误差逐渐趋于零值,即驱动时滞Chen混沌系
统(1)和响应时滞Chen混沌系统(2)指数同步.

图 2 误差曲线

Fig. 2 The error curves
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5 保保保密密密通通通信信信中中中的的的混混混沌沌沌指指指数数数同同同步步步(Exponential
synchronization for secure communications)
仍以时滞Chen混沌系统为例，将前面提到的指

数同步方法应用到混沌保密通信中. 图3表示由一个
发送器(即驱动系统)和一个接收器(即响应系统)组
成的通信系统.保密通信的方法是运用驱动系统的
输出来遮掩要传输的有用信号,也就是把要传输的
有用信号加在驱动系统产生的混沌信号上,生成混
合类噪声信号,同时被发送到信道中,接收端接收从
信道中传来的信号,接收器再通过混沌指数同步方
案分离其中的混沌信号进而恢复出原有用信号.

图 3 基于指数同步时滞混沌系统的保密通信

Fig. 3 Secure communication systems based on exponential

synchronization

在这个通信过程中,首先要进行时滞混沌系统的
指数同步,然后再在接收信号中恢复要传输的有用
信号.由此可知,发送端应是一个由式(1)描述的混沌
系统,为便于分析,写成如下形式[14]:

ẋ (t) = Ax (t) + f (x, t) + Bx (t− τ) ,

s (t) = CTx (t) + εm (t) .
(14)

其中: s(t)是发射端系统的输出,且CT = [0 1 0]T,
即m (t)是一个要传输的有用信号,并被系统的输出
所掩盖,因此s (t) ∈ R是一个信道中的被传输的混
合类噪声信号.基于指数同步的方法,接收器形式如
下构造:

ẏ (t) = Ay (t) + f (y, t) + By (t− τ) ,

s′ (t) = CTy (t) .
(15)

其中s′ (t)是接收端系统的输出.而指数同步控制器
和参数自适应律都由式(6)和(7)给出,则有

m̂ (t) = ε−1 (s (t)− s′ (t)) . (16)

其中m̂ (t)是接收端恢复出的信号. 运用式(14)和
(15),得到

lim
t→∞

m̂ (t) = lim
t→∞

ε−1 (s (t)− s′ (t)) =

lim
t→∞

ε−1
(
CTx (t) + εm (t)− CTy (t)

)
=

lim
t→∞

(
ε−1CTe (t) + m (t)

)
= m (t) . (17)

因此,要传送的有用信号在接收器能够准确恢复出
来,达到保密通信的目的.

图4∼图7给出了当传送信号m(t) = sin(2t),
ε = 0.55时, 基于指数同步方法实现保密通信的
仿真结果. 其中图4表示要传输的有用信号m (t)加
在驱动系统产生的混沌信号上所生成的混合类噪声

信号s (t);图5表示要传输的有用信号m (t);图6表示
驱动系统和响应系统的输出x (t)和y (t);图7表示在
接收器恢复的有用信号m̂ (t). 从仿真结果可以看到,
经过一个暂态过程之后,此系统能够很成功的恢复
要传送的有用信号,完成保密通信的任务.

图 4 发射端发出的信号s(t)

Fig. 4 Signal s(t) in the transmitter

图 5 要传输的信号m(t)

Fig. 5 Transmitted signal m(t)

图 6 驱动系统和响应系统的输出x(t)和y(t)

Fig. 6 Output x (t)and y (t)of drive system and

respond system
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图 7 接收器恢复的信号m̂(t)

Fig. 7 The recovered signal m̂(t) in the receiver

6 结结结论论论(Conclusions)
本文主要研究了一类参数未知的时滞混沌系

统的指数同步问题, 采用驱动—响应同步方法, 利
用Lyapunov稳定理论和线性矩阵不等式技术, 给出
了时滞混沌系统的指数同步的充分条件和指数同步

控制器的设计方法,及参数自适应律的解析表达式,
并将这种混沌系统指数同步方法应用于通信中, 使
要传送的有用信号在接收器能够准确恢复出来, 达
到保密通信的目的. 数值仿真表明,所设计的控制器
是实用有效,易于实现.
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