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摘要:本文考虑一类不确定非线性系统的自适应观测器设计问题.系统的不确定性不能参数化,这类非线性系统
的观测器无法用传统方法设计.首先用神经网络对系统的不确定性进行逼近,然后利用神经网络的基函数向量对系
统进行滤波变换,再由此构造自适应观测器. 给出了观测误差估计.本文结果表明适当选定神经网络的逼近精度和
调整观测器的设计参数可使观测误差任意地小.
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Abstract: Based on neural networks, we design an adaptive observer for a class of systems with nonparametric uncer-
tainties, improving the traditional methods which fail in designing the adaptive observers for such a class of systems. First,
a neural network is used to approximate the uncertainties; and then, a filtered transformation of the system is performed
by using the vector of the basic functions of the neural network. Based on the transformed system, the observer for the
original system is constructed. An estimation of the observation error is also given. The result of the paper shows that the
observation error value can be made arbitrarily small by reducing the error in the approximate uncertainties and properly
choosing the design parameters of the observer.
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1 引引引言言言(Introduction)
不确定系统观测器的设计是自适应控制、鲁棒

控制中的重要问题.系统的不确定性是指系统所含
有的未知函数或未知参数. 当系统的不确定性由未
知参数表达时,称为参数化不确定性;当不能由未知
参数表达时,称为非参数化不确定性. 对于参数化不
确定性,当未知参数是线性地出现时,称其为线性参
数化不确定性,否则称其为非线性参数化不确定性.
文献[1∼3]研究了不确定性可线性参数化的系统的
观测器设计问题. 文献[1,3]所考虑的系统具有自适
应观测器形式,允许系统的相对阶大于1. 利用滤波
变换化为相对阶为1的系统,然后设计观测器. 其主
要优点是观测误差趋于零. 文献[2]考虑的是多输入
多输出系统,要求相应的线性系统是严格正实系统.

这些观测器的设计方法不适用于具有非参数化不确

定性的系统.对具有非参数不确定性的非线性系统
的观测器设计,目前主要的方法是利用神经网络对
不确定函数进行逼近.文献[4]对一类具非参数化不
确定性的系统提出了利用神经网络进行观测器设计

的一个方法. 为了实现神经网络参数的自适应律,再
引入了一个观测器, 对前一个观测器的观测器误差
的进估计,用此估计去实现神经网络的参数的自适
应律.因此,实际上是两个观测器. 用观测器进行输
出反馈控制的方法可见文献[5∼7]. 文献[8]将观测
器用于系统的故障诊断等问题.从上面可以看到,具
有非参数化不确定性的系统的观测器设计还有很大

的局限性.

本文考虑不确定非线性系统
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ẋ = Ax + ψ(y, u) + bβ(y, u),

y = CTx
(1)

的观测器设计问题. 其中: x ∈ Rn是系统的状

态向量, y ∈ R是系统输出, u ∈ R是系统输入;
A ∈ Rn×n, b ∈ Rn×1, C ∈ Rn×1, ψ(y, u)是y和u的

已知连续函数向量, β(y, u)是一个未知函数, 代表
系统的不确定性. 但假定β(y, u)是y和u的连续函数.
设(C, A)可观测, Σ(C, A, b)是相对阶为ρ最小相位

系统.由系统(1)中, ψ(y, u)的存在, 不失一般性, 可
以假设A, b, C具有下面的形式[3]:

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · ·

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0




, b =




0
...
0
bρ

...
bn




,

C = (1 0 · · · 0)T.

由于Σ(C, A, b)是最小相位系统, b是Hurwitz向量[3].
系统(1)是文献[1,3]所考虑系统的推广, 这里的不确
定性不能参数化, 而文献[1,3]中的不确定性是线性
参数化不确定性. 象通常的那样, 假定系统(1)的
解x(t)有界.

本文利用神经网络在紧集上的万有逼近性,提出
了一种自适应观测器设计的新方法. 通过选择神经
网络的逼近精度,和观测器的设计参数,可使观测误
差任意地小.

2 观观观测测测器器器设设设计计计(Observer design)
设Σ(C, A, b)为相对阶为ρ. 当相对阶ρ=1时,系

统(1)的观测器设计问题是平凡的. 因此,设ρ > 1.

观测器的设计主要由用神经网络对系统不确

定性的逼近、滤波变换和变换后系统的观测器构

造3部分构成.

首先用神经网络来逼近系统(1)的不确定函数
β(y, u). 以(y, u)T为输入的神经网络可以表示成如
下形式:

wTφ(y, u).

其中: w = (w1, w2, · · · , wl)T ∈ Rl是神经网络权向

量, φ(y, u) = (φ1(y, u), φ2(y, u), · · · , φl(y, u))T ∈
Rl是神经网络的基函数向量. 实际应用中有各种
不同的神经网络基函数, 假设本文采用高斯基函
数[5,9,10]. 文献[5]的神经网络比文献[9,10]的神经网
络在结构上多了一个偏置参数, 在应用中多了一点
灵活性,在某些情况下是有用的. 从理论上讲,具有

万有逼近性质的神经网络都可用来逼近β(y, u), 因
此在实际应用中, 可根据具体情况选择不同的神经
网络.

设M > 0使得

‖(y(t), u(t))T‖ 6 M, t > 0. (2)

设Ω = {(y, u)T ∈ R2|‖(y, u)T‖ 6 M},则Ω是R2的

一个紧子集. 显然,

(y(t), u(t))T ∈ Ω, t > 0. (3)

根据神经网络在紧集上的万有逼近性质[5,9,10],对任
意ε > 0, 存在高斯基函数向量φ(y, u) ∈ Rp和权向

量w ∈ Rp, p为某个正整数,使得

|β(y, u)− wTφ(y, u)| 6 ε, (y, u)T ∈ Ω. (4)

在式(4)中,由于β(y, u)是一个未知函数,权向量w是

未知的. 设

∆β(y, u) = β(y, u)− wTφ(y, u),

则由式(3)和式(4),有

|∆β(y(t), u(t))| 6 ε, t > 0. (5)

另外,系统(1)可以表示成{
ẋ=Ax+ψ(y, u)+bwTφ(y, u)+b∆β(y, u),

y = CTx.
(6)

现在对系统(1)进行滤波变换.设



dρ = b,

dj = Adj+1 + λjdj+1,

1 6 j 6 ρ− 1,

(7)

其中: λj > 0, j = 1, 2, · · · , ρ − 1. 容易看到
Σ(C, A, dj)是相对阶为j的最小相对系统[3]. 引入
滤波方程




ξρ = φ(y, u),

ξ̇j = −λjξj + ξj+1, ξj(0) = 0,

1 6 j 6 ρ− 1

(8)

作滤波变换:

z = x−
ρ∑

j=2

djw
Tξj−1, (9)

则方程(6)被变换成{
ż=Az+ψ(y, u)+d1w

Tξ1+b∆β(y, u, θ),

y = CTx.
(10)

对式(10)构造自适应观测器如下:{
˙̂z=Aẑ+L(y − CTẑ)+ψ(y, u)+d1ŵ

Tξ1,

˙̂w = γe1ξ1 − σ(ŵ − w0), ŵ(0) = w0,
(11)
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其中: L ∈ Rn, e1 = y − CTẑ, γ > 0和σ > 0是
常数, w0是w的初始估计. w的初始估计w0可以通

过分析、对网络的离线训练等方式得到[5]. 设Ā =
A− LCT. 取L使得存在P > 0, Q > 0,矩阵方程{

PĀ + ĀTP = −Q,

Pd1 = C
(12)

成立. 因为(C, A, d1)是相对阶为1的最小相位系统,
所以具有那样性质的L必定存在.

设x̂表示x的估计,按下式确定:

x̂ = ẑ +
ρ∑

j=2

djŵ
Tξj−1. (13)

系统(1)的观测器由式(8)、式(11)和式(13)组成.

3 观观观测测测器器器性性性能能能分分分析析析(Analysis of observer per-
formance)
本节将对观测误差推导出一个估计公式. 由此

公式不仅可以看到误差的上界, 也可以看出改进观
测误差的途径. 在对观测误差进行分析之前,先建立
一个引理.

引引引理理理 1 考虑变换(7)和滤波方程(8). 设式(4)定
义的基函数向量φ(y, u)満足‖φ(y, u)‖ 6 M1, M1 >

0为常数. 设λρ−1 > 0, λj > 2(‖A‖ + λj+1), j =
1, 2, · · · , ρ− 2,则有

i)

‖ξρ(t)‖ 6 M1, t > 0,

‖ξj(t)‖ 6 1
λjλj+1 · · ·λρ−1

M1, j = 1, 2, · · · , ρ− 1;

ii)

‖dj‖‖ξj−1(t)‖ 6 (
1
2
)ρ−j 1

λρ−1

M1‖b‖,
j = 2, 3, · · · , ρ.

证证证 根据式(8)的第1式,有

‖ξρ(t)‖ = ‖φ(y(t), u(t))‖ 6 M1, t > 0. (14)

再根据式(8)的第2式,对j = 1, 2, · · · , ρ− 1,有

ξj(t) = e−λjt
w t

0
eλjτξj+1dτ, t > 0.

由此立即得

‖ξj(t)‖ 6 1
λj

sup
t>0

‖ξj+1(t)‖.

再由式(14)得到

‖ξj(t)‖ 6 1
λjλj+1 · · ·λρ−1

M1, t > 0, (15)

式中j = 1, 2, · · · , ρ− 1. 这证明了i). 下证ii).

由dj的定义知

‖dj‖ = ‖Adj+1 + λjdj+1‖ 6
(‖A‖+λj)‖dj+1‖, j =1, 2, · · · , ρ−1. (16)

因为dρ = b,所以由式(16)得

‖dj‖ 6 (‖A‖+ λj)(‖A‖+ λj+1) · · · ×
(‖A‖+ λρ−1)‖b‖, j = 1, 2, · · · , ρ− 1.

(17)

由式(15)和式(17)可得

‖d1+j‖‖ξj(t)‖ 6
(‖A‖+ λj+1) · · · (‖A‖+ λρ−1)

λjλj+1 · · ·λρ−1

M1‖b‖ 6

(
1
2
)ρ−j 1

λρ−1

M1‖b‖, j = 1, 2, · · · , ρ− 1.

此即为引理1的结论ii) . 上式最后一个不等式,利用
了引理1中的条件λj > 2(‖A‖+ λj+1). 引理1证毕.

引理1表明, 增大λρ−1, 可使‖d1+j‖‖ξj(t)‖减小,
j = 1, 2, · · · , ρ− 1.

用λm(Q)和λM(P )分别表示Q的最小特征值和P

的最大特征值.

定定定理理理 1 设引理 1 的条件满足. 取 σ 使得
λm(Q)
λM(P )

> σ > 0. x̃ = x − x̂. 则在由式(8)(11)和

式(13)构成的观测器中所有信号都是有界的,而且

lim
t→+∞

sup‖x̃(t)‖ 6 c1ε + c2, (18)

其中: ε是神经网络对β(y, u)的逼近误差,由式(4)定

义, c1 =
√

2
σ
‖Q− 1

2 Pb‖, c2 > 0. 可以通过适当地选

择参数γ, λj, j = 1, 2, · · · , ρ− 1,使c2任意地小.

证证证 设z̃ = z − ẑ, w̃ = w − ŵ. 则由式(10)和
式(11)知, z̃满足方程

˙̃z = Āz̃ + d1w̃
Tξ1 + b∆β(y, u).

构造李雅普诺夫函数

V = γz̃TP z̃ + ‖w̃‖2, (19)

其中γ由式(11)定义.

由直接计算知

V̇ =γz̃T(PĀ + ĀTP )z̃ + 2γz̃TPd1w̃
Tξ1+

2γz̃TPb∆β(y, u)− 2w̃T ˙̂w. (20)

因为矩阵方程(12)成立,所以z̃TPb = z̃1 = e1. 于是,
由式(20)可得

V̇ =−γz̃TQz̃ + 2γe1w̃
Tξ1 +

2γz̃TPb∆β(y, u)− 2w̃T ˙̂w. (21)
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将式(11)中 ˙̂w的表达式代入式(21),并注意到

z̃TPb∆β(y, u, θ) 6
1
2
z̃TQz̃ +

1
2
‖Q− 1

2 Pb‖2|∆β(y, u)|2

和式(5),可得

V̇ 6 −1
2
γz̃TQz̃ + 2γ‖Q− 1

2 Pb‖2|∆β(y, u)|2+
2σw̃T(ŵ − w0) 6

− 1
2
γz̃TQz̃ + 2γε2‖Q− 1

2 Pb‖2−
σ‖w̃T‖2 + σ‖∆w‖2, (22)

其中∆w = w − w0.

另一方面,有

z̃TQz̃ > λm(Q)‖z̃‖2 > λm(Q)
λM(P )

z̃TP z̃, (23)

其中: λm(Q)是Q的最小特征值, λM(P )是P的最大

特征值. 因为σ满足0 < σ 6 λm(Q)
2λM(P )

, 所以根据

式(22)和式(23)有

V̇ 6 −γ

2
λm(Q)
λM(P )

z̃TP z̃ + 2γε2‖Q− 1
2 Pb‖2−

σ‖w̃T‖2 + σ‖∆w‖2 6

− γ

2
λm(Q)
λM(P )

z̃TP z̃ + 2γε2‖Q− 1
2 Pb‖2−

σ‖w̃T‖2 + σ‖∆w‖2 6
− σV + 2γε2‖Q− 1

2 Pb‖2 + σ‖∆w‖2.

由此得

V (t)6e−σtV (0)+
1
σ

2γε2‖Q− 1
2 Pb‖2+‖∆w‖2. (24)

不设一般性, 可设P的最小特征值大于、等于1.
从式(19)和式(24)知

lim
t→+∞

sup ‖z̃(t)‖ 6 lim
t→+∞

sup
√

1
γ

V (t) 6
√

2
σ
‖Q− 1

2 Pb‖ε +
√

1
γ
‖∆w‖. (25)

从式(11)可得
˙̃w = −γe1ξ1 − σw̃ + σ∆w. (26)

由此立即得

d
dt
‖w̃‖2 6 −σ

4
‖w̃‖2 +

σ

4
‖ 1
σ

γe1ξ1 −∆w‖2. (27)

根据微分不等式得

lim
t→+∞

sup ‖w̃(t)‖ 6

lim
t→+∞

sup(e−
σt
4 + e−

σt
4

w t

0
eστψ(τ)dτ),

其中

ψ(t) =
σ

4
‖ 1
σ

γe1(t)ξ1(t)−∆w‖2,

因此可得

lim
t→+∞

sup ‖w̃(t)‖ 6

lim
t→+∞

sup ‖ 1
σ

γe1(t)ξ1(t)−∆w‖ 6
1
σ

lim
t→+∞

sup |γe1(t)|‖ξ1(t)‖+ ‖∆w‖. (28)

因为根据V (t)的定义和式(24),有

lim
t→+∞

sup
√

γe2
1(t) 6

√
1

λm(P )
V (t) 6

√
1

λm(P )
(

√
2γ

σ
‖Q− 1

2 Pb‖ε + ‖∆w‖), (29)

其中λm(P )是P最小特征值.根据式(28)和式(29),有
lim

t→+∞
sup ‖w̃(t)‖ 6

γ

√
2

σ3λm(P )
‖Q− 1

2 Pb‖ε lim
t→+∞

sup ‖ξ1(t)‖+

‖∆w‖ lim
t→+∞

sup
(

1
σ

√
γ

λm(P )
‖ξ1(t)‖+ 1

)
. (30)

根据引理1,

lim
t→+∞

sup ‖ξ1(t)‖ 6 1
λ1 · · ·λρ−1

M1. (31)

由式(30)和式(31)得

lim
t→+∞

sup ‖w̃(t)‖ 6

1
λ1 · · ·λρ−1

γ

√
2

σ3λm(P )
‖Q− 1

2 Pb‖εM1+

‖∆w‖
(

1
σλ1 · · ·λρ−1

√
γ

λm(P )
M1+1

)
def= c3.

(32)

根据式(9)和式(13),

‖x̃(t)‖ 6 ‖z̃(t)‖+
ρ∑

j=2

‖dj‖‖w̃(t)‖‖ξj−1(t)‖.

对上式左右两端求上极限,并注意到式(25)和式(32),
可以得到

lim
t→+∞

sup ‖x̃(t)‖ 6
√

2
σ
‖Q− 1

2 Pb‖ε +
1√
γ
‖∆w‖+
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c3

ρ∑
j=2

lim
t→+∞

sup ‖dj‖‖ξj−1(t)‖. (33)

根据引理1,
ρ∑

j=2

lim
t→+∞

sup ‖dj‖‖ξj−1(t)‖ 6
ρ∑

j=2

1
2ρ−j

1
λρ−1

M1‖b‖ 6 3
2λρ−1

M1‖b‖. (34)

设

c2 =
1√
γ
‖∆w‖+ c3

3
2λρ−1

M1‖b‖. (35)

由式(33)∼(35)得到

lim
t→+∞

sup ‖x̃‖ 6 c1ε + c2.

由式(32)和式(35)知道, 当γ > 0, λj > 0, j = 1,

2, · · · , ρ − 1, 适当大时, 可使c2小于事先任意给定

的正数. 证毕.

注注注 1 定理1给出了观测器最终误差上界的一个估

计,同时也表明了,只要增加系统不确定性的逼近精度和适

当地选择观测器的设计参数,可以使观测误差小于事先任

给的允许误差界.

本文的未知函数β(y, u)只同可直接利用的量y

和u有关. 当未知函数与不能直接利用的状态变量
有关时, 问题变得更为复杂. 目前的一种处理方法
是利用有时滞的神经网络进行逼近[5]. 但这种方法
要求系统能化为规范形,且为全局指数式最小相位
系统.

4 结结结束束束语语语(Conclusions)
基于神经网络的万能逼近能力,本文对一类不确

定性不能参数化的非线性系统提出了观测器的设计

方法. 适当选择神经网络和观测器参数,可使观测误
差任意地小. 但这里假设系统输入和输出的上界是
己知的. 当系统的输入和输出上界未知时,观测器的
设计问题未见有人研究.这是一个有意义的问题,值
得研究.

未知函数与一般的状态变量有关的系统的观测

器设计在理论和应用上都具有重要意义,目前虽然
有一些工作,但值得进一步研究.

另外,神经网络只不过是一种逼近工具,从理论

上讲,也可以用多项式逼近.从应用角度看,就要选
择最为有利实施的逼近方式.
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