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摘要:车辆跟驰模型是智能交通系统(intelligent transportation system, ITS)中研究微观交通流的一个主要内容,而
稳定性分析则是跟驰模型研究的一个重要问题.为了有效分析跟驰模型的稳定性,本文从控制理论的角度出发,针
对典型的全速度差(full velocity difference, FVD)跟驰模型,提出了基于Lyapunov函数的稳定性分析.随后对FVD模
型进行了数值仿真,结果表明了本方法的有效性.
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Lyapunov stability analysis for
the full velocity difference car-following model

LI Yong-fu, SUN Di-hua, CUI Ming-yue
(College of Automation, Chongqing University, Chongqing 400044, China)

Abstract: Car-following model is an important part for microscopic traffic flow in the intelligent transportation sys-
tem(ITS), and the stability analysis is one of the key issues in car-following theory. To make an effective stability analysis,
the present paper, from the control theory viewpoint, conducts the stability analysis based on the Lyapunov function for the
full velocity difference(FVD) model. In the final, the simulation is carried out, and results validate the effectiveness of this
method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,随着世界经济的发展,交通量日益剧增,

导致交通流中各种车辆的独立性越来越小, 车辆之
间的相互作用加强. 因此, 研究交通流中前后车辆
之间的作用关系已成为目前交通研究的重要课题之

一.跟驰模型是研究微观交通流问题的主要方法,已
经取得许多进展[1∼12].

1995 年, Bando[4] 等人提出了一种优化速度

(optimal velocity, OV)模型, 该模型是一个简单且
被广泛应用的车辆跟驰模型, 因此国内外学者
基于OV模型做了一系列研究[4∼12]. 1998年, Hel-
bing和Tilch等人根据实测数据对OV模型的参数进
行辨识, 发现OV模型中存在加速度过高和减速度
与实际不相符等问题. 由于OV模型中减速和加速
过程是均衡对称的, 考虑相对速度对减速及加速过
程的不同作用, Helbing和Tilch提出了广义优化速度
模型, 即GF(general force)模型[5]. GF模型虽然克服

了OV模型中存在的问题,但其仅考虑了负速度差对
车辆动力学的影响, Treiber等人指出当前车比跟驰
车快很多时,尽管车头间距小于安全间距,跟驰车辆
也不会减速, 这一现象用OV模型和GF模型都无法
解释[6]. 因此, 2002年, 姜锐等人基于正负速度差对
跟驰车辆的影响提出了全速度差模型, 即FVD(full
velocity difference)模型[7]. 同时,薛郁等人提出了考
虑车辆相对运动速度的车辆跟驰模型, 并且利用线
性稳定性分析和数值模拟, 讨论了相对运动速度在
交通流演化过程中的稳定作用[8, 9].

然而,以上研究对跟驰模型稳定性的讨论均是从
流体力学的角度来进行的, 尚无从控制理论的角度
来分析交通流的稳定性问题.而交通系统本质上是
一个非线性、强耦合的复杂系统,为了有效分析跟驰
模型的稳定性问题,本文基于控制理论的相关知识,
用系统的观点来对FVD模型进行基于Lyapunov函数
的稳定性分析,并给出了相应的数值仿真.
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2 跟跟跟驰驰驰模模模型型型(Car-following model)
1995年, Bando[4]基于驾驶员总是试图寻求一种

安全速度的假设, 这种安全速度是由跟驰车辆与前
车的车头间距而决定的. 在引入优化速度(optimal
velocity)的概念后, 提出了一种优化速度模型,
即OV(optimal velocity)模型:

dvi(t)
dt

=k[V (∆xi(t))−vi(t)], i=1, 2,· · ·, N, (1)

其中xi(t) > 0, vi(t) > 0和
dvi(t)

dt
分别表示第i辆车

的位置、速度和加速度,单位分别为m, m/s和m/s2.
t表示时间, 单位为s, N > 0且N ∈ N是系统中车
辆总数, k > 0且k ∈ R为敏感系数, 单位为s−1,
∆xi(t) = xi+1(t) − xi(t)表示t时刻前车与跟驰车

的空间车头间距, 下标i为车辆标号(第i辆车跟随

第i + 1辆车). V (·)为优化速度函数, 是∆xi(t)的函
数,它是单调递增且有上界的. 其常用形式为[4]

V (∆xi(t)) =
vmax

2
[tanh(∆xi(t)− xc) +

tanh(xc)], (2)

其中: vmax为车辆的最大速度, xc为安全间距,
tanh(·)是双曲正切函数.

1998年, Helbing和Tich[5]使用实测数据对OV模
型进行了辨识,发现OV模型会产生过高的加速度以
及不切实际的减速度且有可能出现碰撞现象.为了
解决OV模型中存在的问题,他们认为负速度差对跟
驰车辆的加速度变化的影响不容忽视,于是提出了
一种广义力(general force, GF)模型[5],即

dvi(t)
dt

= k [V (∆xi(t))− vi(t)] +

λH(−∆vi(t))∆vi(t), (3)

其中: H(·)为Heaviside阶梯函数, λ > 0且λ ∈ R为
速度差的反应系数, 单位为s−1, 速度差∆vi(t) =
vi+1(t)− vi(t).

遗憾的是, 无论是OV模型还是GF模型, 都无法
解释Treiber等[6]描述的现象, 即当前车的速度远大
于跟驰车辆时, 则即使当车头间距小于安全间距
时, 跟驰车辆也不会减速, 因为车头间距将会不断
的增大. 鉴于此, 2002年, 姜锐[7]基于正负速度差对

跟驰车辆的影响提出了全速度差模型, 即FVD(full
velocity difference)模型:

dvi(t)
dt

= k [V (∆xi(t))− vi(t)] + λ∆vi(t), (4)

其中k > 0且k ∈ R是司机的敏感系数, 单位为s−1,
λ > 0且λ ∈ R为速度差的反应系数,单位为s−1,速
度差∆vi(t) = vi+1(t) − vi(t). 随后的仿真实验证

明FVD模型比OV模型及GF模型具有更好的动态性
能[7]. 基于FVD模型,许多学者作了进一步的深入研
究,且取得了大量的成果[10∼12].

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
交通系统的稳定性分析是跟驰模型研究中的一

个重要问题,交通流的稳定性描述的是交通系统中
车辆以安全的速度与车头间距自由行驶的一种能

力, 换言之,交通流越是稳定, 则车辆越不易发生拥
挤或碰撞现象,从而有效的缓解交通堵塞现象.

为了有效的分析FVD模型的稳定性, 本文从控
制理论的角度展开研究, 先引入如下构造Lyapunov
函数的引理:

引引引理理理 1 对于一个如下所述的二阶系统:[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
a b

c d

][
x1

x2

]
+

[
m

n

]
u, (5)

其中: a, b, c, d,m, n ∈ R, x1, x2为系统的状态变量.
当a 6 0, d 6 0,且bc < 0时,则该系统必存在一个如
下形式的Lyapunov函数:

E(x) = px2
1 + qx2

2,

其中p, q ∈ R且p > 0, q > 0.

证证证 对于系统,选取李雅普诺夫函数:

E(x) = ξ(x1 + x2)2 + ψ(x1 − x2)2 +

px2
1 + qx2

2, (6)

其中ξ, ψ, p, q ∈ R,且ξ > 0, ψ > 0, p > 0, q > 0. 则
有

Ė(x) = 2[(a + c)ξ + (a− c)ψ + ap]x2
1 +

2[(a + b + c + d)ξ + (b + c− a− d)ψ +

bp + cq]x1x2 +

2[(b + d)ξ + (d− b)ψ + dq]x2
2. (7)

保证Ė(x) 6 0的一个充分条件为



(a + b + c + d)ξ + (b + c− a− d)ψ+
bp + cq = 0,

(a + c)ξ + (a− c)ψ + ap 6 0,

(b + d)ξ + (d− b)ψ + dq 6 0,

(8)

为了简化计算,一般可令ξ = ψ = 0,则式简化为



bp + cq = 0,

ap 6 0,

dq 6 0,

(9)

可见,当a 6 0, d 6 0, p > 0, q > 0,且bc < 0时,只
需取p = c, q = −b,或p = −c, q = b式便可以成立.
此时该系统的Lyapunov函数为
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E(x) =





(−c)x2
1 + bx2

2, p = −c, q = b,

c < 0, b > 0,

cx2
1 + (−b)x2

2, p = c, q = −b,

c > 0, b < 0,

(10)

由于b, c异号,故可以保证p > 0, q > 0,从而保证该
系统存在一个符合条件的Lyapunov函数:

E(x) = px2
1 + qx2

2. (11)

定定定理理理 1 对于FVD模型, 当k > 0, λ > 0时, 则
FVD模型是Lyapunov稳定的.

证证证 为了进行稳定性分析, 根据Konishi提出的
方法[13,14],将FVD模型改写成如下形式:




d2xi(t)
dt2

= k[V (yi(t))− dxi(t)
dt

] + λ∆vi(t),

yi(t) = ∆xi(t) = xi+1(t)− xi(t),
∆vi(t) = vi+1(t)− vi(t),

(12)

其中i = 1, · · · , N ,模型(12)可以进一步改写成如下:



dvi(t)
dt

= k[V (yi(t))− vi(t)]+

λ(vi+1(t)− vi(t)),
dyi(t)

dt
= vi+1(t)− vi(t).

(13)

假设头车以恒定的初速度v0行驶, 则跟驰车辆行驶
的稳定状态为[14]

[v∗i (t) y∗i (t)]
T = [v0 V −1(v0)]T, (14)

因此将系统(13)在稳定状态(14)附近线性化可以得
到如下的系统:




dδvi(t)
dt

= k[Λδyi(t)− δvi(t)]+

λ(δvi+1(t)− δvi(t)),
dδyi(t)

dt
= δvi+1(t)− δvi(t),

(15)

其中δvi(t) = vi(t) − v0, δyi(t) = yi(t) − V −1(v0).
Λ是OV函数在yi(t) = V −1(v0)处的斜率,即:

Λ =
dV (yi(t))

dyi(t)
|yi(t)=V −1(v0).

选择δvi(t)和δyi(t)作为状态变量, 则系统(15)的状
态空间表达式可以表示为:







dδvi(t)
dt

dδyi(t)
dt


=

[
−k − λ kΛ

−1 0

][
δvi(t)
δyi(t)

]
+

[
λ

1

]
δvi+1(t),

δvi(t) = [1 0]

[
δvi(t)
δyi(t)

]
.

(16)

令

P = [δvi(t) δyi(t)]T, A =

[
−k−λ kΛ

−1 0

]
,

B =

[
λ

1

]
, C =

[
1
0

]T

,

则式(16)可以表示为{
Ṗ = AP + Bδvi+1(t),
δvi(t) = CP.

(17)

根据引理1可知,选取如下的Lyapunov函数:

E(x) = δvi(t)2 + kΛδyi(t)2, (18)

则

Ė(x) = 2δvi(t)[(−k − λ)δvi(t) + kΛδyi(t)] +

2kΛδyi(t)(−δvi(t)) =

−2(k + λ)δvi(t)2. (19)

当k > 0, λ > 0时, k + λ > 0, 所以有Ė(x) < 0.
故FVD模型是Lyapunov稳定的.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
一般来说,在跟驰理论中,跟驰车辆的行为变化

一般是根据前车的运行状态的变化来作出的. 如果
将前车运行状态的变化视为一种刺激, 那么跟驰车
辆的加速或减速行为则可以看作是相应的响应.因
此,第i辆车的运动方程可以描述为[15]

[响应]i ∝ [刺激]i. (20)

考虑跟驰模型中第(i+1)辆车的速度与第i辆车的速

度之间的关系,如下图1所示.

图 1 连续两辆车之间的关系

Fig. 1 The relation between two successive vehicles

根据图1,从控制的角度可以得出如下的传递函
数来描述,即:

Vi(s) = G(s)Vi+1(s), (21)

其中:

Vn(s) = L(δvn(t)),

Vn+1(s) = L(δvn+1(t)).

L(·)表示相应变量的Laplace变换. 根据控制理论的
相关知识[14],由式(17)可以导出G(s)为

G(s) = C(sI −A)−1B =
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[1 0]

[
s + k + λ−kΛ

1 s

]−1 [
λ

1

]
=

λs + kΛ

d(s)
=

λs + kΛ

s2 + (k + λ)s + kΛ
. (22)

根据Konishi在文献[13,14]中提出的方法, 有如下的
定义:

定定定义义义 1 [13,14] 假设式(22)中的特征多项式d(s)
是稳定的,如果传递函数G(s)的H∞范数大于1,即∥∥Ḡ(s)

∥∥
∞ = sup

ω∈[0,∞)

∣∣Ḡ(iω)
∣∣ > 1, (23)

则FVD模型中将出现交通拥挤现象.

为了比较参数对系统性能的影响,分别取

k = 1 s−1, λ = 0.2 s−1;

k = 1 s−1, λ = 1 s−1;

k = 2 s−1, λ = 0.2 s−1.

图2(a)表示的是系统传递函数G(s)的增益曲线
|G(jw)|,由图可知: 对于参数k = 1 s−1, λ = 0.2 s−1,
增益曲线存在一个峰值, 但立即下降直至衰减为0;
对于参数k = 1 s−1, λ = 1 s−1,增益曲线不存峰值,
但衰减速度较慢, 可见在保持参数k 的值不变的情

况下,增大参数λ的值有利于改善系统的系能;对于
参数k = 2 s−1, λ = 0.2 s−1, 增益曲线亦不存峰值,
且衰减速度较快, 可见在保持参数λ的值不变的情

况下,增大参数k的值有利于改善系统的系能,且参
数k的值起主要作用. 根据定义1, 表明该模型中不
会出现严重的交通拥挤现象,亦即交通流是稳定的.
图2(b)则表示的是系统的阶跃响应曲线, 由此图可
知3种参数情况下, FVD模型描述的交通流系统均是
稳定的, 但从超调量及上升速度等动态性能指标分
析,系统在参数k=2 s−1, λ=0.2 s−1下的性能较优.

因此, 从图2及定义1可以得出如下结论: 在上
述3种参数下, FVD模型描述的交通流系统均是
稳定的, 与上文中的理论分析一致, 且系统在参
数k = 2 s−1, λ = 0.2 s−1下的综合性能较优.

(a) 增益曲线

(b) 阶跃响应

图 2 系统传递函数G(s)的特性
Fig. 2 The characteristic of the transfer function G(s)

图3和图4分别为各车辆在t = 100 s 和t = 500 s
时的车头间距与速度分布情况,此时参数设置如下:

k = 2 s−1, λ = 0.2 s−1, xc = 2 m,

v0 = 0.964 m/s, vmax = 2 m/s, N = 100.

图3(a)和图4(a)分别表示时间t = 100 s时的车头间
距与速度分布情况, 此时车头间距与速度均逐渐由
振荡情形演化成平稳情形,直至当t = 500 s时,车头
间距分布稳定在2 m小范围内波动,而速度分布稳定
在0.964 m/s小范围内波动, 均趋于平稳分布, 分别
如图3(b)和图4(b)所示. 车头间距与速度的分布趋势
也表明了交通流逐渐趋于稳定, 这与上述理论分析
相一致.

(a) t = 100 s

(b) t = 500 s

图 3 各车辆的车头间距分布情况
Fig. 3 The headway distribution of each vehicle
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(a) t = 100 s

(b) t = 500 s

图 4 各车辆的速度分布情况

Fig. 4 The velocity distribution of each vehicle

5 结结结论论论(Conclusion)
跟驰模型是智能交通系统中研究微观交通流的

一类重要模型. 针对典型的FVD跟驰模型,为了进行
有效的稳定性分析,与传统的分析方法不同,本文从
控制理论的角度出发, 提出了基于Lyapunov函数的
稳定性分析,并给出了相应的数值仿真,仿真结果表
明了本方法的有效性. 针对本文给出的3对参数,仿
真结果表明系统在k = 2 s−1, λ = 0.2 s−1下的综合

性能较优.
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