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摘要:模糊系统的设计可看成是一类函数逼近问题,从而可以利用数值逼近的方法来设计模糊系统.本文将B样
条函数引入到模糊系统的设计中,构造了两类多输入单输出的B样条模糊系统,并证明了它们均能逼近函数及其导
函数. 仿真结果表明,将两类B样条模糊系统应用到模糊系统建模和模糊控制器设计是可行的,且在大多数情形下,
第1类B样条模糊系统的性能优于本文提到的其他模糊系统.
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The application of B-spline functions in fuzzy systems
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Abstract: The design of a fuzzy system can be considered as a function approximation problem. Thus, fuzzy systems
can be designed by using numerical approximation methods. In this paper, the B-spline function is introduced to design
fuzzy systems, and two classes of multiple-input-single-output (MISO) B-spline fuzzy systems (B-FSs) are constructed,
both of which can approximate functions and their derivatives simultaneously. Simulation results show that it is feasible to
use B-FSs for fuzzy system modeling and fuzzy controller design. In most cases, the first classes of B-FSs outperform the
other fuzzy systems mentioned in this paper.
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1 引引引言言言(Introduction)
自Zadeh近50年前引入模糊集的概念以来[1–3],模

糊集及模糊系统的研究取得了长足的进步.它们已经
成功地应用到包括控制工程、定性建模、模式识

别、信号处理、信息处理等领域.笔者注意到,在几乎
所有的应用中,模糊系统建模都起到了重要的作用.
从数学角度来看,模糊系统建模本质上就是寻找一个
从输入论域到输出论域的映射,这个映射能够逼近期
望的模型(或者函数)到指定的精度[4]. 文献[5–10]和
文献[11–13]分别研究了Mamdani模糊系统, Takagi-
Sugeno(T–S)模糊系统和布尔模糊系统的泛逼近性.
此外,在一些应用中,比如需求系统的弹性非参估
计[14–15]、机械手的光滑运动训练[16]、金融中某些混

沌系统的动态特性研究和物理中的动态序列预测[17],
不仅需要模糊系统逼近原始函数,还需要模糊系统能
够逼近原始函数的导函数. 因此,文献[18–21]研究了
能够同时逼近函数及其导函数的模糊系统.

由于模糊系统的设计可以看成是一类函数逼近问

题[18, 22–24],故本文可以利用数值逼近的方法来设计模
糊系统.文献[25]将Zadeh模糊集推广到R̄模糊集,并
由此构造了Lagrange模糊系统、Hermite模糊系统
和Bernstein模糊系统,它们分别是数值逼近中的
Lagrange插值公式、Hermite插值公式和Bernstein多
项式与模糊系统构造相结合的产物.事实上,样条函
数方法是数值逼近中最有效的方法之一,且样条函数
由于其良好的结构特性和逼近能力而被广泛的应用

于各个领域[26]. 本文将利用B样条函数来设计模糊系
统.

文献[27–28]利用样条函数设计了模糊控制器. 文
献[10]给出了利用正规样条函数构造的模糊系统的泛
逼近性,并由此指出模糊系统可达到样条函数的逼近
精度.需要指出的是,如果要确定某个(3次)样条函数
空间中的一个样条函数,边界条件是必需的. 然而,对
于模糊系统来说,这样的边界条件不容易得到. 文献
[29]利用虚拟语言变量来获得边界条件,接着利用B
样条基函数构造了模糊系统.文献[30]利用外推的方
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法得到了边界条件,并由此构造了一类单输入单输出
的B样条模糊系统,称之为第1类B样条模糊系统.特
别的,在不考虑边界条件的情形下,文献[30]构造了另
外一类单输入单输出的B样条模糊系统,称之为第2类
B样条模糊系统.这两类B样条模糊系统均能逼近函
数及其导函数.

正如样条函数中许多经典的单变量的理论不能直

接推广到多元情形一样,对B样条模糊系统来说,从单
输入单输出到多输入单输出的情形也有一定的困难.
本文将研究多输入单输出的B样条模糊系统.事实上,
对于多输入单输出的情形,欲使得到的模糊系统仍是
某一样条函数空间中的函数,且具有插值性质,就必
须保证构造模糊系统的数据集是插值适定结点组. 本
文首先利用一种线性外推的方式对原始数据进行了

预处理,由于外推的数据集是插值适定结点组,从而
保证了构造过程的可行性,也进而使得多输入单输出
的第1类B样条模糊系统(1-B-FS)具有插值性质. 其次,
本文还利用原始数据构造了另外一类多输入单输

出B样条模糊系统,也即第2类B样条模糊系统
(2-B-FS).第2类B样条模糊系统是由模糊推理得到的
一类有理样条函数. 本文证明了这两类多输入单输
出B样条模糊系统均能够逼近函数及其导函数. 最后,
仿真结果表明,这两类B样条模糊系统可以应用到模
糊系统建模和模糊控制器设计中,并且在大多数情形
下,第1类B样条模糊系统的性能优于上述提到的其他
模糊系统．

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
这一节,介绍本文后面将要用到的与三次样条插

值、均匀三次B样条函数、多输入单输出模糊系统相
关的一些定义和结论,并给出一些记号.

2.1 三三三次次次样样样条条条函函函数数数(Cubic splines)
定定定义义义 1 (三次样条函数空间[31]) 令π : a = x0 <

x1 < · · · < xn = b是[a, b]上的一个划分, P2(π)是
[a, b]上函数的线性空间,其中的函数在每一个(xi,

xi+1)区间上都是3次或者小于3次的多项式. 于是三
次样条空间S2([a, b], π)可定义为

S2([a, b], π) , P2(π) ∩ C2[a, b],

其中C2[a, b]是[a, b]上所有二次连续可微函数的全体.

定定定理理理 1 [31] 设s是三次样条空间S2([a, b], π)的
函数且满足s(xi) = f(xi), 06 i6n. 如果f ∈ Cm[a,

b], m = 2, 3, 4,则对任意x ∈ [xj, xj+1],

|(s− f)(r)(x)| 6εmr‖f (m)‖∞ + Kmβr{21−j+

21−n+j}h, 0 6 r 6 2, (1)

其中h = max (xi − xi−1), (s− f)(r)(x)是函数(s−
f)(x)对x的r阶导数,常数εmr, βr和Km见表1.

表 1 式(1)中的常数
Table 1 The constants of Equation (1)

εmr r = 0 r = 1 r = 2

m = 2 8/9 4 10
m = 3 71/216 31/27 5
m = 4 5/384 (9 +

√
3)/216 5

∆xj = xj+1 − xj

β0 = ∆xj/4, β1 = 1, β2 = 6/∆xj

R ≡ max{|f ′′0 − s′′0 |, |f ′′n − s′′n|}
K2 ≡ (5/2)‖f (2)‖∞ + R

K3 ≡ ‖f (3)‖∞h + (1/2)R

K4 ≡ (7/24)‖f (4)‖∞h2 + (1/2)R

定定定义义义 2 (均匀三次B样条函数[32]) 函数

Ω3(x)=





0, |x| > 2,
1
2
|x|3 − x2 +

2
3
, |x| 6 1,

−1
6
|x|3+x2−2|x|+4

3
, 1< |x|<2,

(2)

称为均匀三次B样条函数.

注注注 1 由文献[32]知,取h > 0,则
n+1P
i=−1

Ω3(
x

h
− i) = 1, ∀x ∈ [0, nh]. (3)

事实上,由式(2)知, Ω3(x)是有局部支撑性质的函数. 因此
2P

i=−1
Ω3(

x

h
− i) = 1, ∀x ∈ [0, h]. (4)

2.2 多多多输输输入入入单单单输输输出出出模模模糊糊糊系系系统统统(Formulation of MISO
fuzzy systems)
假设多输入单输出模糊系统[6–7]F : U ⊂ Rn →

V ⊂ R,其中U = U1 × U2 × · · · × Un ⊂ Rn是输入

空间, V ⊂ R是输出空间.

模糊规则库包含如下N =
n∏

j=1

Nj条规则:

Ri1i2···in
: If x1 is A1

i1
and x2 is A2

i2
and · · · and xn

is An
in

, then y is Ci1i2···in
, i1i2 · · · in ∈ I,

其中: xj ∈ Uj(j = 1, 2, · · · , n), y ∈ V为模糊系统

的输入和输出变量, Uj上的模糊集Aj
ij
和V上的模糊

集Ci1i2···in
均是由模糊隶属函数定义的语言变量,指

标集

I = {i1i2 · · · in|ij = 1, 2, · · · , Nj; j = 1, 2, · · · , n}.
利用单点模糊化、乘积推理机、中心平均解模糊

化,得到的模糊系统为

F (x) =

∑
i1i2···in∈I

n∏
j=1

Aj
ij
(xj)yi1i2···in

∑
i1i2···in∈I

n∏
j=1

Aj
ij
(xj)

, (5)

其中yi1i2···in
是Ci1i2···in

(y)在V的最大值点.
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2.3 记记记号号号(Notations)
在模糊推理中,总结规则和寻找一组输入输出数

据是一回事[22],因此本文不再区分数据和规则.本文
总假设构造双输入单输出模糊系统的数据为

{(xi, yj, zij)|i = 0, 1, · · · , n, j = 0, 1, · · · ,m}, (6)

其中: x0 =a, xn =b, hx =
b− a

n
, xi =x0+ihx, i = 0,

1, · · · , n, y0 = c, yn = d, hy =
d− c

m
, yj = y0+jhy,

j = 0, 1, · · · ,m.

3 多多多输输输入入入单单单输输输出出出的的的第第第1类类类B样样样条条条模模模糊糊糊系系系统统统及及及
其其其逼逼逼近近近性性性(The MISO 1-B-FSs and their uni-
versal approximation)
与单输入单输出的第1类B样条模糊系统一样,本

文仍然希望多输入单输出的第1类B样条模糊系统是
某一样条函数空间中的函数,且具有插值性质. 然而,
与单输入单输出的情形不同的是,一元函数插值问题
总是适定的,而多元插值问题却未必适定. 因此,要想
使多输入单输出的第1类B样条模糊系统仍然具有插
值性质,就必须保证构造模糊系统的数据集是插值适
定结点组. 于是,这一节首先利用一种线性外推的方
法对数据集进行预处理. 由于外推的数据集是插值适
定结点组,从而保证了构造过程的可行性,也进而使
得多输入单输出的第1类B样条模糊系统具有插值性
质且可写成是某一样条函数空间基函数的线性组合

的形式. 最后,通过一个基变换,并利用文献[31]中的
混合函数技巧(the blend function techniques)证明了双
输入单输出的第1类B样条模糊系统能够同时逼近函
数及其导函数. 为了方便,这里将可作为某一样条函
数空间基函数的均匀三次B样条函数作为模糊系统的
隶属函数. 下面讨论两个输入变量情形下的多输入单
输出的B样条模糊系统.

令π1 : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, π2 : c = y0

< y1 < · · · < ym = d, π = π1 × π2. 以{(xi, yj)|i =
0, 1, · · · , n, j = 0, 1, · · · ,m}为结点的双三次样条
空间S2([a, b]× [c, d], π1 × π2)的维数是(n + 3)(m
+ 3). 于是想确定这个空间的一个函数就需要(n +
3)(m + 3)个条件.然而,数据(6)只有(n + 1)(m +
1)个数据点,也即只能获得(n + 1)(m + 1)个条件.此
时,要得到双三次样条空间S2([a, b]× [c, d], π1 × π2)
中的函数,也即一个双输入单输出B样条模糊系统,必
须增加边界条件.这里,本文利用一种线性外推方法
来增加边界条件.首先,沿x轴方向外推两个点x−1 =
x0 − hx和xn+1 = xn + hx,于是给数据(6)增加了
2(m+1)个数据点{(x−1, yj, z−1,j), (xn+1, yj, zn+1,j)
|j =0, 1, · · · ,m},其中z−1,j =2f(x0, yj)−f(x1, yj),
zn+1,j = 2f(xn, yj)− f(xn−1, yj). 类似的,沿y轴方

向外推两个点y−1 = y0 − hy和ym+1 = ym + hy,此

时又增加了2(n + 3)个数据点{(xi, y−1, zi,−1), (xi,

ym+1, zi,m+1) | i = −1, 0, · · · , n + 1},其中: zi,−1 =
2f(xi, y0) − f(xi, y1), zi,m+1 = 2f(xi, ym) − f(xi,

ym−1). 于是,就得到具有(n+1)(m+1) + 2(m+1) +
2(n + 3) = (n + 3)(m + 3)个数据点,也即(n + 3) ·
(m + 3)个条件的数据集

{(xi, yj)|i = −1, 0, · · · , n + 1,

j = −1, 0, · · · ,m + 1}. (7)

令Ai(x) = Ω3(
x− xi

hx

), i = −1, 0, · · · , n + 1,

Bj(y) = Ω3(
y − yj

hy

), j = −1, 0, · · · ,m + 1. 于是可

以构造如下(n + 3)(m + 3)条模糊规则:

If x is Ai and y is Bj , then z is Cij , i = −1, 0,

· · · , n + 1, j = −1, 0, · · · ,m + 1.

文献[22]指出,模糊系统与后件模糊集Cij的形状

无关,只与其峰点有关. 因此本文只假设uij是后件模

糊集Cij的峰点而不考虑它们的形状.由式(5)可以得
到双输入单输出的第1类B样条模糊系统

F1(x, y) =

n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

Ai(x)Bj(y)uij

n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

Ai(x)Bj(y)
.

利用线性外推的方法使得x方向增加了两个点

x−1和xn+1,进而对x方向的论域进行模糊划分时,就
可以增加两个模糊集A−1和An+1,从而由公式(3),可
得

n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

Ai(x)Bj(y) = 1,

(x, y) ∈ [a, b]× [c, d].

故

F1(x, y) =
n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

Ai(x)Bj(y)uij (8)

写成了B样条基函数的线性组合的形式. 令U =
(uij)n+3,m+3,将外推数据集(7)代入式(8),解线性方
程组



F1(xs, yt) =
n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

Ai(xs)Bj(yt)uij = zst,

s = −1, 0, · · · , n + 1, t = −1, 0, · · · ,m + 1,

(9)

就得到了U ,进而得到了双输入单输出的第1类B样条
模糊系统,显然,它具有插值性质.

注注注 2 1) 事实上方程组(9)是否有解取决于外推的数
据集(7)是不是一个二元插值适定节点组. 由于本文对原来的
输入输出数据采用了线性外推的方法,故此时得到的数据
集(7)不在空间S2([a, b]× [c, d], π1 × π2)中任何一条代数曲

线上,因此外推数据集是一个二元插值适定节点组[33]. 于是
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线性方程组(9)是可解的,也即上述构造过程是可行的.

2) 一般来说,方程组(9)是一个高维的线性方程组. 但是

由于B样条函数的性质,容易知道方程组的系数矩阵是对称

正定和稀疏的,从而可利用Cholesky分解很方便的得到方程

组(9)的解.

为了证明第1类B样条模糊系统的泛逼近性,本文
先给出如下的引理.

引引引理理理 1 构造函数列φi(x) ∈ S2([a, b], π1), x ∈
[a, b], i = −1, 0, · · · , n + 1,使得φi(xj) = δij , i, j =
−1, 0, · · · , n + 1,则{φi(x)|i = −1, 0, · · · , n + 1}是
样条函数空间S2([a, b], π1)的基.

证证证 略.

定定定理理理 2 假设f ∈ C4(U ), U = [a, b]× [c, d],
zij = f(xi, yj), i = 0, 1, · · · , n, j = 0, 1, · · · ,m,
F1(x, y)是上面的双输入单输出的第1类B样条模糊系
统.则

max
(x,y)∈U

|(F1 − f)(r,s)(x, y)| =

O(h2−r + h2−s + h4−(r+s)), (10)

其中:

0 6 r + s 6 2, h = max{hx, hy},
(F1 − f)(r,s)(x, y) =

∂r+s(F1 − f)
∂xr∂ys

.

证证证 分别取三次样条空间S2([a, b], π1)和S2([c,
d], π2)的形如引理1的基

{φi(x) | i = −1, 0, · · · , n + 1},
{ψj(y) | j = −1, 0, · · · ,m + 1}.

注意到

{Aj(x) = Ω3(
x− xj

hx

) | j = −1, 0, · · · , n + 1},

{Bj(y) = Ω3(
y − yj

hy

) | j = −1, 0, · · · ,m + 1}

也分别是三次样条空间S2([a, b], π1)和S2([c, d], π2)
的基.因此,

{AiBj|i= −1, 0, · · · , n+1, j =−1, 0, · · · ,m+1},
{φiψj|i=−1, 0, · · · , n+1, j =−1, 0, · · · ,m+1}
都是双三次样条空间S2([a, b]× [c, d], π)的基.于是

F1(x, y) =
n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

Ai(x)Bj(y)uij =

n+1∑
i=−1

m+1∑
j=−1

φi(x)ψj(y)f(xi, yj),

其中:

f(x−1, yj) = 2f(x0, yj)− f(x1, yj),

f(xn+1, yj) = 2f(xn, yj)− f(xn−1, yj),

j = 0, 1, · · · ,m,

f(xi, y−1) = 2f(xi, y0)− f(xi, y1),

f(xi, ym+1) = 2f(xi, ym)− f(xi, ym−1),

i = −1, 0, · · · , n + 1.

令
f(x−1, y) = 2f(x0, y)− f(x1, y),

f(xn+1, y) = 2f(xn, y)− f(xn−1, y),

f(x, y−1) = 2f(x, y0)− f(x, y1),

f(x, ym+1) = 2f(x, ym)− f(x, ym−1).

于是可以定义如下两个函数:

Φf(x, y) =
n+1∑
i=−1

f(xi, y)φi(x), (11)

Ψf(x, y) =
m+1∑
j=−1

f(x, yj)ψj(y). (12)

它们满足

Φf(xp, y) =
n+1∑
i=−1

f(xi, y)φi(xp) = f(xp, y),

p = −1, 0, · · · , n + 1,

Ψf(x, yq) =
m+1∑
j=−1

f(x, yj)ψj(yq) = f(x, yq),

q = −1, 0, · · · ,m + 1.

将F1 − f写成如下两项:

F1 − f = Ψf − f + F1 − Ψf . (13)

注意到对任意固定的x∗,

Ψ
(r,0)
f (x∗, y) =

m+1∑
j=−1

f (r,0)(x∗, yj)ψj(y),

且Ψ
(r,0)
f (x∗, yj) = f (r,0)(x∗, yj), j = 0, 1, · · · ,m,从

而Ψ
(r,0)
f (x∗, y) ∈ S2([c, d], π2)是满足定理1条件的三

次样条函数,因此,对任意y ∈ [yj, yj+1], j = 0, 1,

· · · ,m− 1,

|(Ψf − f)(r,s)(x∗, y)| 6
εm−r,s max

y06y6ym

|f (r,m−r)(x∗, y)|hm−r−s
y +

K ′
m−rβs{21−j + 21−m+j}hy,

其中将定理1的Km−r中的f用f (r,0)代替就可得到

K ′
m−r.

下面考虑式(13)中的第2项:

(F1 − Ψf)(x, y) =
m+1∑
j=−1

(
n+1∑
i=−1

f(xi, yj)φi(x)− f(x, yj))ψj(y) =

m+1∑
j=−1

R(x, yj)ψj(y), (14)

其中R(x, y) =
n+1∑
i=−1

f(xi, y)φi(x)− f(x, y). 容易验



第 11期 谭彦华等: B样条函数在模糊系统中的应用 1449

证

R(x, y−1) = 2R(x, y0)−R(x, y1),

R(x, ym+1) = 2R(x, ym)−R(x, ym−1).

因此

F1 − Ψf = ΨR = (ΨR −R) + R. (15)

下面寻找上式右边两项的界.

对任意固定的y = y∗, f (0,s)(x, y∗)作为x的函数

具有m−s阶连续导数. 将f (0,s)(x, y∗)视为定理1中的
函数f ,对任意x ∈ [xi, xi+1], i=0, 1, · · · , n−1,有

|R(r,s)(x, y∗)| 6
εm−s,r max

x06x6xn

|f (m−s,s)(x, y∗)|hm−r−s
x +

K ′′
m−sβr{21−i + 21−n+i}hx, (16)

其中将定理1的Km−s中的f用f (0,s)代替就可得到

K ′′
m−s.

笔者注意到当06r6m−2时, R(r,0)∈C(0,2)[U ],
因此对任意固定的x = x∗,对任意y∈ [yj, yj+1], j =
0, 1, · · · ,m− 1,由定理1,有

|(ΨR −R)(r,s)(x∗, y)| 6
ε2s max

y06y6ym

|R(r,2)(x∗, y)|h2−s
y +

K ′′′
2 βs{21−j + 21−m+j}hy, (17)

其中将定理1的K2中的f用R(r,0)代替就可得到K ′′′
2 .

由定理1, βr = O(h1−r), r = 0, 1, 2,从而由式

(14)(16)–(17)得到式(10),定理得证. 证毕.

4 多多多输输输入入入单单单输输输出出出第第第2类类类B样样样条条条模模模糊糊糊系系系统统统及及及其其其
逼逼逼近近近性性性(The MISO 2-B-FSs and their uni-
versal approximation)
在第3节,通过预处理原始数据得到了多输入单输

出的第1类B样条模糊系统.自然地,本文可以直接利
用原始数据来构造模糊系统.下面,本文将利用原始
数据构造多输入单输出的第2类B样条模糊系统并研
究它的泛逼近性.

与多输入单输出第1类B样条模糊系统类似,本文
只考虑两个输入变量的情形. 令

Ai(x) = Ω3(
x− xi

hx

), i = 0, · · · , n,

Bj(y) = Ω3(
y − yj

hy

), j = 0, · · · ,m.

于是可以得到(n + 1)(m + 1)条模糊规则如下:

If x is Ai and y is Bj , then z is Cij , i = 0, · · · , n,
j = 0, · · · ,m.

如上所述,本文只假设zij是Cij的峰点,而不考虑
它们的形状.由式(5),本文有双输入单输出的第2类
B样条模糊系统

F2(x, y) =
n∑

i=0

m∑
j=0

(
Ai(x)Bj(y)

n∑
s=0

m∑
t=0

As(x)Bt(y)
)zij. (18)

下面将证明双输入单输出的第2类B样条模糊系统能
够以二阶精度逼近函数及其导函数.

引引引理理理 2 对任意x ∈ [0, 1],

Ω3(x + 1)−Ω3(x− 1)− 2Ω3(x− 2) = −x, (19)

Ω3(x + 1) + Ω3(x− 1) + 4Ω3(x− 2) =

x2 +
1
3
, (20)

Ω3(x + 1)−Ω3(x− 1)− 8Ω3(x− 2) =

−x3 − x, (21)

Ω3(x + 1) + Ω3(x− 1) + 16Ω3(x− 2) =

2x3 + x2 + 1/3, (22)

Ω3(x + 1)−Ω3(x− 1)− 32Ω3(x− 2) =

−5x3 − x. (23)

证证证 经过简单的演算即可得到上述结论,故此处
略去证明.

定定定理理理 3 设U0 , [a+hx, b−hx]×[c+hy, d−hy],
zij = f(xi, yj), i = 0, 1, · · · , n, j = 0, 1, · · · ,m,
f ∈ C4(U ), F2(x, y)为上述双输入单输出的第2类
B样条模糊系统.对任意(x, y) ∈ U0,

(F2 − f)(r,s)(x, y) = O(h2), 0 6 r + s 6 2,

其中h = max{hx, hy}.

证证证 本文只详细证明对任意(x, y) ∈ U0, (F2 −
f)(r,0)(x, y) = O(h2), r = 0, 1,其他公式的证明是类
似的. 对任意(x, y) ∈ [xi, xi+1]× [yj, yj+1], i = 1,

· · · , n− 2, j = 1, · · · ,m− 2,由B样条函数的局部
支撑性,可得

F2(x, y)=
i+2∑

s=i−1

j+2∑
t=j−1

{ As(x)Bt(y)
i+2∑

s=i−1

j+2∑
t=j−1

As(x)Bt(y)
}zst.

(24)
由式(4),容易知道




i+2∑
s=i−1

As(x) = 1, x ∈ [xi, xi+1],

j+2∑
t=j−1

Bt(y) = 1, y ∈ [yj, yj+1].
(25)

于是式(24)可以写成

F2(x, y) =
i+2∑

s=i−1

j+2∑
t=j−1

As(x)Bt(y)f(xs, yt).

利用泰勒公式,将f(xs, yt), s = i− 1, i, i + 1, i

+ 2, t = j − 1, j, j + 1, j + 2以及f(x, y),
∂f(x, y)

∂x

和
∂2f(x, y)

∂x2
在(xi, yj)处展开如下:
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f(xs, yt) =
m∑

k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

(xs−xi)l(yt−yj)k−l ·

∂kfij

∂xl∂yk−l
+O(hm+1), s = i− 1, i, i +

1, i + 2, t = j − 1, j, j + 1, j + 2, (26)

f(x, y) =
m∑

k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

(x− xi)l(y − yj)k−l ·

∂kfij

∂xl∂yk−l
+ O(hm+1), (27)

∂f(x, y)
∂x

=
m−1∑
k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

(x− xi)l(y − yj)k−l ·

∂k+1fij

∂xl+1∂yk−l
+ O(hm), (28)

其中:
∂αfij

∂xα1∂yα2
=

∂αf(xi, yj)
∂xα1∂yα2

, α, α1, α2为非负整

数, α1 + α2 = α.

于是

F2(x, y)− f(x, y) =
i+2∑

s=i−1

j+2∑
t=j−1

As(x)Bt(y)f(xs, yt)− f(x, y) =

i+2∑
s=i−1

j+2∑
t=j−1

As(x)Bt(y)(
m∑

k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

(xs −

xi)l(yt − yj)k−l ∂kfij

∂xl∂yk−l
)−

m∑
k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

·

(x− xi)l(y − yj)k−l ∂kfij

∂xl∂yk−l
+ O(hm+1) =

m∑
k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

∂kfij

∂xl∂yk−l
(

i+2∑
s=i−1

As(x)(xs − xi)l ·
j+2∑

t=j−1

Bt(y)(yt−yj)k−l − (x−xi)l(y−yj)k−l) +

O(hm+1). (29)

由式(25)知,
i+2∑

s=i−1

As(x)(xs−xi)0 = 1,此处规定

00 = 1.

由x ∈ [xi, xi+1]知,
x− xi

hx

∈ [0, 1],又由引理2中

式(19)–(22)知

Ω3(
x− xi

hx

+ 1)−Ω3(
x− xi

hx

− 1)−

2Ω3(
x− xi

hx

− 2) = −x− xi

hx

,

Ω3(
x− xi

hx

+ 1) + Ω3(
x− xi

hx

− 1) +

4Ω3(
x− xi

hx

− 2) =

(
x− xi

hx

)2 +
1
3
,

Ω3(
x− xi

hx

+ 1)−Ω3(
x− xi

hx

− 1)−

8Ω3(
x− xi

hx

− 2) = −(
x− xi

hx

)3 − x− xi

hx

,

Ω3(
x− xi

hx

+ 1) + Ω3(
x− xi

hx

− 1) +

16Ω3(
x− xi

hx

− 2) = 2(
x−xi

hx

)3 + (
x−xi

hx

)2+
1
3
,

也即

Ai−1(x)−Ai+1(x)− 2Ai+2(x) = −x− xi

hx

, (30)

Ai−1(x) + Ai+1(x) + 4Ai+2(x) =
(x− xi)2

h2
x

+
1
3
, (31)

Ai−1(x)−Ai+1(x)− 8Ai+2(x) =

−(
x− xi

hx

)3 − x− xi

hx

, (32)

Ai−1(x) + Ai+1(x) + 16Ai+2(x) =

2(
x− xi

hx

)3 + (
x− xi

hx

)2 +
1
3
, (33)

因此
i+2∑

s=i−1

As(x)(xs − xi) = x− xi,

i+2∑
s=i−1

As(x)(xs − xi)2 = (x− xi)2 +
1
3
h2

x.

同理可得
j+2∑

t=j−1

Bt(y)(yt − yj)k−l =




1, k − l = 0,

y − yj, k − l = 1,

(y − yj)2 +
1
3
h2

y, k − l = 2.

(34)

于是
i+2∑

s=i−1

As(x)(xs − xi)l
j+2∑

t=j−1

Bt(y)(yt − yj)k−l −

(x− xi)l(y − yj)k−l =



1− 1 = 0, k = 0, l = 0,

(x− xi)− (x− xi) = 0, k = 1, l = 1,

(y − yj)− (y − yj) = 0, k = 1, l = 0,

(x−xi)2+
1
3
h2

x− (x−xi)2 =
h2

x

3
, k = 2, l = 2,

(x− xi)(y − yj)−
(x− xi)(y − yj) = 0, k = 2, l = 2,

(y−yj)2+
1
3
h2

y− (y−yj)2 =
h2

y

3
, k = 2, l = 0.

因此

F2(x, y)− f(x, y) =

1
6

∂2fij

∂2x
h2

x +
1
6

∂2fij

∂2y
h2

y + O(h3) =

O(h2), (x, y) ∈ [xi, xi+1]× [yj, yj+1]. (35)
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故对任意(x, y) ∈ U0, (F2 − f)(x, y) = O(h2).

下面证明对任意(x, y) ∈ U0, (F2 − f)(1,0)(x, y)
= O(h2). 由式(28)可得

∂f(x, y)
∂x

=
m−1∑
k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

(x− xi)l(y − yj)k−l ·

∂k+1fij

∂xl+1∂yk−l
+ O(hm) =

m∑
k=1

k∑
l=1

1
(l − 1)!(k − l)!

(x− xi)l−1 ·

(y − yj)k−l ∂kfij

∂xl∂yk−l
+ O(hm).

从而

∂F2(x, y)
∂x

− ∂f(x, y)
∂x

=

i+2∑
s=i−1

j+2∑
t=j−1

A′
s(x)Bt(y)f(xs, yt)− ∂f(x, y)

∂x
=

i+2∑
s=i−1

j+2∑
t=j−1

A′
s(x)Bt(y)(

m∑
k=0

k∑
l=0

1
l!(k − l)!

·

(xs − xi)l(yt − yj)k−l ∂kfij

∂xl∂yk−l
)−

m∑
k=1

k∑
l=1

1
(l − 1)!(k − l)!

(x− xi)l−1(y − yj)k−l ·

∂kfij

∂xl∂yk−l
+ O(hm) =

m∑
k=1

k∑
l=1

1
(k − l)!

∂kfij

∂xl∂yk−l
(
1
l!

i+2∑
s=i−1

A′
s(x)(xs − xi)l ·

j+2∑
t=j−1

Bt(y)(yt − yj)k−l − 1
(l − 1)!

(x− xi)l−1 ·

(y−yj)k−l) +
m∑

k=0

1
k!

∂kfij

∂yk
(

i+2∑
s=i−1

A′
s(x)(xs−xi)0 ·

j+2∑
t=j−1

Bt(y)(yt − yj)k−0) + O(hm). (36)

由式(25)知,
i+2∑

s=i−1

A′
s(x)(xs − xi)0 = 0,从而

m∑
k=0

1
k!

∂kfij

∂yk
(

i+2∑
s=i−1

A′
s(x)(xs − xi)0 ·

j+2∑
t=j−1

Bt(y)(yt − yj)k−0) = 0.

由式(30)–(32)可知

i+2∑
s=i−1

A′
s(x)(xs−xi)l =





1, l = 1,

2(x− xi), l = 2,

3(x−xi)2+h2
x, l = 3.

再由式(34),有

1
l!

i+2∑
s=i−1

A′
s(x)(xs − xi)l

j+2∑
t=j−1

Bt(y)(yt − yj)k−l −

1
(l − 1)!

(x− xi)l−1(y − yj)k−l =




1− 1 = 0, k=1, l=1,

1
2!

2(x− xi)− (x− xi) = 0, k=2, l=2,

(y − yj)− (y − yj) = 0, k=2, l=1,

1
3!

(3(x− xi)2 + h2
x)−

1
2!

(x− xi)2 =
h2

x

6
, k=3, l=3,

1
2!

2(x− xi)(y − yj)−
(x− xi)(y − yj) = 0, k=3, l=2,

(y−yj)2 +
1
3
h2

y−(y−yj)2 =
h2

y

3
, k=3, l=1.

因此,
∂F2(x, y)

∂x
− ∂f(x, y)

∂x
=

1
6

∂3fij

∂x3
h2

x +
1
6

∂3fij

∂y3
h2

y + O(h3) = O(h2),

故对任意(x, y) ∈ U0, (F2 − f)(1,0)(x, y) = O(h2).

证毕.

注注注 3 双输入单输出的第2类B样条模糊系统是利用模

糊推理方法得到的一类有理样条函数,除去边界区间后,它能

以二阶精度逼近函数及其导函数. 需要指出的是,由于

第2类B样条模糊系统是有理样条形式,因此其计算难度要大

于第1类B样条模糊系统,这将影响它在实际应用中的效果.

5 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
为了验证本文提出的两类B样条模糊系统的性能,

本文将把它们应用到模糊系统建模和模糊控制器的

设计中. 特别的,从仿真数据看,在文献[23, 34–35]中
所有的隶属函数(包括三角波隶属函数)构造的模糊系
统中,以sinc函数作为隶属函数的模糊系统(sinc模糊
系统)具有几乎最好的逼近能力,故建议工程师在实践
中检验sinc模糊系统的性能.因此,在下面的仿真中,
本文比较了sinc模糊系统和两类B样条模糊系统的性
能.

5.1 逼逼逼近近近函函函数数数(Approximation of function)
这一节,本文将比较sinc模糊系统和两类B样条模

糊系统对如下目标函数[35]的逼近效果:

g1(x1, x2) = 3x1(x1 − 1)(x1 − 1.9)(x1+

0.7)(x1 + 1.8) sin x2,

(x1, x2) ∈ [−2, 2]× [−2, 2],

g2(x1, x2) = 10
sin(10x2

1 + 5x2
2 − 6x2)

10x2
1 + 5x2

2 − 6x2

,

(x1, x2) ∈ [−2, 2]× [−2, 2],
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g3(x1, x2) =
x1x2(x1 + 2.5)
1 + x2

1 + x2
2

,

(x1, x2) ∈ [−2, 2]× [−2, 2],

g4(x1, x2) = 8(sin(4x1 + 0.1) + sin(14x1)+

sin(11x1 − 0.2) + sin(17x1+

0.3)) sin(10x2
2 + 5x2 + 1),

(x1, x2) ∈ [−1, 1]× [−1, 1].

令n = m = 21. 于是得到了等距分割的数据
{(xi, yj, zij)|i=0, 1, · · · , n, j =0, 1, · · · ,m},其 中
g(xi, yj) = zij . 本文均匀的采样101× 101个点来得
到每个目标函数的实验数据并利用实验数据的最大

逼近误差作为评价指标.对于sinc模糊系统,取σn =
n

−1
2(1+0.05) , σm = m

−1
2(1+0.05) [23]. 表2展示了最大逼近误

差的仿真结果.显然对于大多数目标函数, B样条模糊
系统的逼近能力优于sinc模糊系统.

表 2 sinc模糊系统和B样条模糊系统的最大逼近误差
Table 2 The maximum approximation error of

the sinc-FSs, the 1-B-FSs and 2-B-FSs

sinc-FS 1-B-FS 2-B-FS 逼近区域

g1 12.1477 0.4112 3.7472 [−2, 2]× [−2, 2]

g2 7.0467 9.2286 5.1681 [−2, 2]× [−2, 2]

g3 0.1218 0.0909 0.0304 [−2, 2]× [−2, 2]

g4 27.0897 12.3992 23.6991 [−1, 1]× [−1, 1]

5.2 模模模 糊糊糊 推推推 理理理 建建建 模模模(Modelling based on fuzzy
inference)
文献[36]为模糊控制系统提出了一种基于模糊推

理的建模方法,该方法根据模糊系统的插值机理将关
于被控对象(实际的动态系统)的模糊推理规则库转换
为一类变系数非线性微分方程(组)—–HX方程,从而
得到这一系统的数学模型. 文献[37]从理论上证明了
HX方程对动态系统具有良好的逼近性能.本文注意
到文献[36–37]中只应用三角波模糊系统构造了HX方
程,由于B样条模糊系统的光滑性明显优于三角波模
糊系统,故本文将利用B样条模糊系统构造HX方程.
为了比较,本文还利用sinc模糊系统构造了HX方程.

下面,本文选择一个以Van Der Pol方程为真实模
型的系统. Van Der Pol方程为{

ẋ1(t) = x2(t),
ẋ2(t) = µ(1− x2

1(t))x2(t)− x1(t),
(37)

其中置µ = 1. 仿真的操作指的是,根据系统的必要信
息建立HX方程,然后比较在同样初值条件下,利用三
角波模糊系统、sinc模糊系统和B样条模糊系统构造
的HX的解对模型(37)解的靠近程度.仿真的步骤如
下:

Step 1 确定变量x1和x2的论域.通过求解方程
(37),可以得到x1和x2的最值: x1,min =min{x1(t)},
x1,max =max{x1(t)}, x2,min =min{x2(t)}, x2,max =
max{x2(t)}. 为了有一定的误差容度,将这些最值扩
展,得到论域X1 = [a1, b1]和X2 = [a2, b2],其中:

a1 =x1,min− 0.1|x1,min|, b1 =x1,max+ 0.1|x1,max|,
a2 =x2,min− 0.1|x2,min|, b2 =x2,max+ 0.1|x2,max|.

Step 2 计算峰点. 给定两个自然数p > 1, q >

1,令h1 = (b1−a1)/(p− 1), h2 = (b2−a2)/(q− 1).
计算X1和X2的等距节点x1i = a1 + (i− 1)h1, i =
1, 2, · · · , p, x2j = a2 +(j−1)h2, j = 1, 2, · · · , q. 由
方程(37),计算ẋ2的峰点如下: ẋ2ij = (1− x2

1i)x2j −
x1i, i = 1, 2, · · · , p, j = 1, 2, · · · , q. 由文献[36]可知
道构造HX方程的数据为

{(x1i, x2j, ẋ2ij)}. (38)

Step 3 建立HX方程. 利用数据(38),设计三角波
模糊系统、sinc模糊系统和两类B样条模糊系统.相应
的HX方程如下:{

ẋ1(t) = x2(t),
ẋ2(t) = F (x1(t), x2(t)).

(39)

当F (·)分别取为三角波模糊系统、sinc模糊系统和两
类B样条模糊系统时,就得到了式(39)相应的HX方程,
分别称为三角波HX方程(tri-HX方程)、sinc-HX方
程、第1类和第2类B样条HX方程(1-B-HX和2-B-HX
方程).

取T = 20 s,初值 (x1(0), x2(0)) = (2, 0) . 对于
sinc模糊系统取σx1 = ((log p)/p)(1/2(1+0.05)), σx2 =
((log q)/q)(1/2(1+0.05)). 图1–6展示了如下两种情形
的仿真结果:

Case 1 p = 6, q = 6;

Case 2 p = 12, q = 12.

图 1 状态x1(t)在p = q = 6时的仿真曲线

Fig. 1 Simulation curves of state x1(t) when p = q = 6
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图 2 状态x2(t)在p = q = 6时的仿真曲线

Fig. 2 Simulation curves of state x2(t) when p = q = 6

图 3 p = q = 6时相平面的仿真曲线

Fig. 3 Simulation curves of phase plane (x1(t), x2(t)) when

p = q = 6

图 4 状态 x1(t)在p = q = 12时的仿真曲线

Fig. 4 Simulation curves of state x1(t) when p = q = 12

图 5 状态 x2(t)在p = q = 12时的仿真曲线

Fig. 5 Simulation curves of state x2(t) when p = q = 12

图 6 p = q = 12时相平面的仿真曲线

Fig. 6 Simulation curves of phase plane (x1(t), x2(t)) when
p = q = 12

从图1–6可以看出:
1) 对于1-B-HX方程,无论是在Case 1还是Case 2,

它的解与真实模型的解都很靠近.特别的,当p=q=
12时, 1-B-HX方程的解与真实模型的解几乎重合在
一起,说明1-B-HX方程对真实模型的逼近程度很高;

2) 对于2-B-HX方程, p, q越大,它的解与真实模
型的解越靠近.然而,不管Case 1还是Case 2, 2-B-HX
方程的解与真实模型解的靠近程度都不如1-B-HX方
程;

3) 对于sinc-HX方程,随着p, q的增大, sinc-HX方
程的解也逐渐的靠近真实模型解. 在Case 1和Case 2,
sinc-HX方程的解与真实模型解的靠近程度都不如两
类B样条HX方程;

4) 对于tri-HX方程, p, q越大,它的解与真实模型
的解越靠近. tri-HX方程的解对真实模型解的靠近程
度优于2-B-HX方程, sinc-HX方程,不如1-B-HX方程.
综上,上述模糊系统在模糊推理建模中,按性能从

好到坏依次是第1类B样条模糊系统、三角波模糊系
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统,第2类B样条模糊系统, sinc模糊系统.

5.3 变变变论论论域域域自自自适适适应应应模模模糊糊糊控控控制制制器器器(Variable universe
adaptive fuzzy controllers)
模糊控制器是闭环的模糊系统,而自适应模糊控

制器是一类带有自适应或者训练算法的模糊控制

器[38–42]. 特别的,李洪兴教授等提出了变论域的思
想[43–45],并利用变论域自适应模糊控制器分别在
2001年和2002年实现了四级倒立摆的仿真[46]和实物

实验. 为了检验B样条模糊系统的性能,本文将把B
样条模糊系统应用到二级倒立摆的变论域自适应模

糊控制器中. 另外,本文也将sinc模糊系统应用到同样
的控制器中,并比较了它们的控制效果.
二级倒立摆主要由小车、摆1、摆2组成,它们之间

自由链接,规定顺时针方向的转角和力矩均为正,并
约定以下记号: u为外界作用力, x为小车位移, θi为摆

杆与铅锤线方向的夹角, Oi, Gi分别为摆杆i的链接点

与质心的位置, m0为小车的质量, mi为摆杆i的质量,
Ji为摆杆i绕其质心Gi的转动惯量, li为Oi到摆杆i的

质心Gi的距离, f0为小车与导轨间的滑动摩擦系数,
Li为摆杆i的长度, fi为摆杆绕Oi的转动摩擦阻力矩

系数(i = 1, 2). 二级倒立摆的数学模型为

H1




ẍ

θ̈1

θ̈2


 = H2




ẋ

θ̇1

θ̇2


 +




u

a1g sin θ1

a2g sin θ2


 , (40)

其中:

H1 =




1 0 0
a1 cos θ1 b1 a2L1 cos(θ2−θ1)
a2 cos θ2 a2L1 cos(θ2−θ1) b2


 ,

a1 = m1l1 + m2L1, a2 = m2l2,

b1 = J1 + m2L
2
1, b2 = J2.

H2 =




0 0
0 − f1 − f2

0 − a2L1θ̇1 sin(θ2 − θ1) + f2

0
a2L1θ̇2 sin(θ2 − θ1) + f2

−f2


 ,

对于二级倒立摆系统,控制的目标是通过对小
车施加作用力u,使得摆1、摆2的转角θ1, θ2趋于零,
同时,小车要移动到指定位置xd处. 在仿真实验中,
二级倒立摆系统中诸参数分别取为: m1 = 0.373 kg,
m2 = 0.088 kg, L1 = 0.397 m, l1 = 0.31815 m,
L2 =0.345 m, l2 =0.15205 m, J1 =0.044048 kg ·m2,
J2 =0.00297947 kg·m2, f1 =0N·s·m, f2 =0N·s·m,
g=9.81 m/s2.
取系统的状态变量z = (x, θ1, θ2, ẋ, θ̇1, θ̇2)T,利

用文献[46]中的方法为二级倒立摆设计变论域自适
应模糊控制器

u = ‖k‖2β(t)F
( e

α(e)
,

ec

α(ec)
)
, (41)

其中k是由LQR方法获得的状态反馈矩阵,

β(t) =
w t

0
5(e + ec)F

( e

α(e)
,

ec

α(ec)
)‖k‖2dt + 1,

F (·)是一个双输入单输出的模糊系统,

e , k(1)z(1) + k(2)z(2) + k(3)z(3)
‖k‖2

,

ec , k(4)z(4) + k(5)z(5) + k(6)z(6)
‖k‖2

分别称为综合误差和综合误差变化率, α(e),
α(ec)是它们的伸缩因子.
取综合误差e(t)和综合误差变化率ec(t)的初始

论域及模糊系统F (·)的输出论域均为[−1, 1]. 取
e(t)的模糊划分为A1 =NB, A2 = NM, A3 = NS, A4

= ZO, A5 = PS, A6 = PM, A7 = PB, ec(t)的模糊
划分为B1 = NB, B2 = NM, B3 = NS, B4 = ZO, B5

= PS, B6 = PM, B7 = PB.其中: NB为负大, NM为
负中, NS为负小, ZO为零, PS为正小, PM为正中,
PB为正大.基于综合误差 e(t)和综合误差变化率
ec(t)的控制规则见表3[46].

表 3 模糊控制规则
Table 3 Fuzzy control rules

ec
e

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

B1 − 0.8333 − 0.8333 − 0.6333 − 0.5 − 0.3333 − 0.1667 0
B2 − 0.8333 − 0.6333 − 0.5 − 0.3333 − 0.1667 0 0.1667
B3 − 0.6333 − 0.5 − 0.3333 − 0.1667 0 0.1667 0.3333
B4 − 0.5 − 0.3333 − 0.1667 0 0.1667 0.3333 0.5
B5 − 0.3333 − 0.1667 0 0.1667 0.3333 0.5 0.6333
B6 − 0.1667 0 0.1667 0.3333 0.5 0.6333 0.8333
B7 0 0.1667 0.3333 0.5 0.6333 0.8333 0.8333
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于是,构造模糊系统F (·)的输入输出数据为
{(xi, yj , zij)|i = 1, 2, · · · , 7, j = 1, 2, · · · , 7}, (42)

其 中: (x1, x2, · · · , x7) = (−1,−2
3
,−1

3
, 0,

1
3
,
2
3
, 1),

(y1, y2, · · · , y7) = (−1,−2
3
,−1

3
, 0,

1
3
,
2
3
, 1), 表3中

的数据构成矩阵(zij)7×7. 由数据(42)可以构造三角
波模糊系统, sinc模糊系统及两类B样条模糊系统.
取Q = diag([1, 1, 1, 1, 1, 1]), R = 0.1 ,本文利

用MATLAB求得LQR方法的状态反馈矩阵 k. 取
α(e) = 1, α(ec) = 1,对于sinc模糊系统,取σx = σy

= ((log 7)/7)(1/2(1+0.05)). 将式(41)中的F (·)用三
角波模糊系统、sinc模糊系统、两类B样条模糊系统
代替,就得到相应的模糊控制器,分别记为utri-FS,
usinc-FS, u1-B-FS 和u2-B-FS. 取状态初值z0 =(0, 0.08,

−0.08, 0, 0, 0)T, T = 100 s, xd = 0.1. 表4给出控制
器utri-FS, usinc-FS, u1-B-FS和u2-B-FS对应的控制系统

的性能指标,其中调整时间是指系统到达并保持在
稳态值2%范围内需要的时间,

w
u2dt表示消耗的能

量. 由表4容易看出:
1) utri-FS, u1-B-FS和u2-B-FS的控制性能均优于

usinc-FS. 特别的,前三者的能量消耗远低于后者;
2) utri-FS, u1-B-FS和u2-B-FS的控制性能差别不大.

表 4 三角波模糊系统、sinc模糊系统和两类B样条
模糊系统相应的控制系统的性能指标

Table 4 Performance index of control systems by
tri-FS, sinc-FS, 1-B-FS and 2-B-FS

state index tri-FS 1-B-FS 2-B-FS sinc-FS
x 0 0 0 0
θ1 稳态误差 0 0 0 0
θ2 0 0 0 0

x 0.4531 0.4486 0.4531 0.5686
θ1 超调量 0.2785 0.2819 0.2785 0.5258
θ2 0.1452 0.1460 0.1452 0.2465

x 4.2998 4.2796 4.2975 5.2235
θ1 调整时间 1.5741 1.5364 1.5735 2.1402
θ2 1.5741 1.5364 1.5735 2.1402w

u2dt 32.2231 33.1562 32.2266 266.3583

注注注 4 为了比较利用sinc模糊系统和三角波模糊系统

以及两类B样条模糊系统的控制器的控制性能,本文选了较

小的状态初值z0 = (0, 0.08,−0.08, 0, 0, 0)T,若状态初值过

大,利用sinc模糊系统的控制器就不能实现二级倒立摆的稳

定控制.比如,若取z0 = (0, 0.3,−0.3, 0, 0, 0)T,利用sinc模糊

系统的控制器已经不能实现倒立摆的稳定控制,而利用三角

波模糊系统和两类B样条模糊系统的控制器仍可以实现倒立

摆的稳定和定位控制.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文利用数值逼近中的B样条函数方法设计了

两类B样条模糊系统,证明了它们能够逼近函数及
其导函数. 其中,利用一种线性外推的方法对原始
数据进行合适的预处理本文得到了第1类B样条模
糊系统,这里线性外推的方法保证了设计第1类B样
条模糊系统的过程是可行的,而直接利用数据设计
了第2类B样条模糊系统.从逼近能力来看,两类B
样条模糊系统的逼近能力均优于sinc模糊系统;从
模糊推理建模的效果来看,性能最好的是第1类B样
条模糊系统;而从控制器的控制效果来看,两类B样
条模糊系统的性能与三角波模糊系统性能差别不

大,均优于sinc模糊系统.
一般来说, B样条是计算几何中用来定义曲线和

曲面的. 由于第1类B样条模糊系统是B样条函数的
线性组合,第2类B样条模糊系统是一类有理样条函
数,也即它们都是用B样条定义的. 由此本文建立了
模糊系统与计算几何中曲线曲面之间的联系.于是
可以利用计算几何中调整曲线曲面的方法来调整模

糊系统,这将是笔者进一步的工作.
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