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摘要:本文研究了具有不确定参数的Chen系统与Yang系统之间的尺度与混合同步.基于Lyapunov稳定性理论,首
先提出一些充分条件来同步具有一个自由尺度因子的上述两个系统.尺度因子的自由性使其在安全通信方面非常
有用,并且最关键的步骤是设计一个新的带有参数估计更新律的自适应控制器. 在无需参数的先验信息的条件下,
本文从理论上严格证明所提的尺度同步方案,并且通过大量的数值模拟来验证其有效性. 最后,证明上述所提出的
同步策略也适合于异结构混沌系统的混合同步.
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Scaling and mixed synchronization for different chaotic systems with
totally unknown parameters
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Abstract: This paper investigates scaling and mixed synchronization between Chen system and Yang system with
uncertain parameters. On the basis of the Lyapunov stability theory, we present some sufficient conditions to synchronize
these two systems up to a free scaling factor. The scaling factor is a free parameter, which makes it very useful in security
communications. The key step is to design a new adaptive controller with parameter update laws. Without the prior
knowledge of parameters, we give a rigorous proof in theory and carry out many simulations to verify the validation of the
proposed scheme. Finally, we show that our proposed approaches in this paper are also valid for mixed synchronization.
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1 引引引言言言(Introduction)
参数和初始条件的高度敏感性是刻画混沌特征的

典型方法. 更确切来说,两个混沌系统的初始条件的
极其微小的不同能导致完全不同的动力学轨迹. 这个
现象诱导出一个有趣的研究方向,即混沌同步.该研
究主题的首次结果可以追溯到20世纪80年代Yamada
等人关于振荡系统的文章[1–2]. 然而直到 1990年
Pecora与Carroll提出混沌同步的方法并应用到安全通
信[3],该主题才开始吸引大量的关注[4].

根据两个交互系统的关系,同步行为可分为如下
几个类型: 完全同步[3],相位同步[5],时延同步[6],反
同步[7],广义同步[8]. 这些定义也可以看做不同程度
的同步实现[9]. 沿着这些定义,混沌同步通过不同的
方法来实现,例如反馈控制方法[10]、自适应控制方

法[11]、滑模控制方法[12–14].

另外,在安全通信和混沌同步的实际应用中,混沌
系统往往是部分可知. 换言之,混沌系统对应的微分
方程是已知的但是系统参数是部分乃至全部未知. 于
是,借助自适应控制与参数调制方法,具有未知参数
的混沌同步也被Adloo等人讨论[11, 15]. 然而为了增强
安全通信的保密性,可以在驱动系统和响应系统之间
引入一个尺度因子. 这意味着驱动信号与响应信号之
间的同步可以由一个尺度因子λ来支配. 当λ > 0时,
称之为同相同步,反之当λ < 0时,称之为反相同步.
此时尺度因子能刻画部分线性混沌系统的投影同步

的动力学行为,但是该因子在实际通信中很难被预估
和探测.

最近, Yang和Chen提出一个带有鞍点和两个结焦
点的新系统[16]. 该系统的特殊性质使得其不但有迷人
的数学结构而且在安全通信的实际应用中有一定的
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意义.显然,新系统与经典的Lorenz系统、Chen系统、
其他Lorenz-like系统都是拓扑不等价的. Liu等人严格
分析了该系统的更为复杂的动力学行为,获得其平衡
点稳定的充分必要条件、同宿轨与异宿轨的存在判

据[17–18]. 接着该系统的超混沌复杂动力学进一步被
分析,并被称为Yang系统[19]. 引入分数微积分理论,
Zeng等人提出分数阶Yang系统,并研究分数阶算子的
非局部效应[20]. 最近,假定驱动系统与响应系统有相
同的结构, Zhu等人将尺度因子引入超混沌Yang系统
并研究同步问题[21].

当驱动系统与响应系统有相同的结构时,很多线
性或非线性控制方法被提出并应用到实现混沌同

步[22–24]. 在实际应用中,人们很难找到两个一模一样
的混沌系统.因此两个不同的混沌系统之间的同步在
实际应用中具有更为显著的意义.特别地,如果两个
混沌系统的参数完全未知且具有一个自由尺度因子,
其同步策略也相应显得更为困难.据笔者所知,如何
设计合适的控制器来同步具有完全未知参数和自由

尺度因子的不同混沌系统未见报道. 这激发笔者探索
具有未知参数与尺度因子的异结构混沌同步问题.

本文的其他部分组织如下: 第2节回顾Yang系统
与Chen系统的典型吸引子;第3节通过设计一个新的
带有参数估计更新律的自适应控制器,建立了尺度同
步策略,并进行大量的数值模拟来验证其有效性;
第4节,进一步将其推广到混合同步的实现;第5节,最
后给出一些简洁的注释.

2 系系系统统统描描描述述述(System description)
Chen系统可以描述为[25–26]





dx1

dt
= a(x2 − x1),

dx2

dt
= (c− a)x1 − x1x3 + cx2,

dx3

dt
= x1x2 − bx3,

(1)

其中: 变量X = (x1, x2, x3)T ∈ R3代表状态变量, a,

b, c是控制参数. 特别地,当参数 a = 35, b = 3, c=
28时,并取如下初始条件(1,−2, 2),可以得到一个典
型Chen混沌吸引子,如图1所示.

Yang系统可以描述为[16–17]





dy1

dt
= α(y2 − y1),

dy2

dt
= γy1 − y1y3,

dy3

dt
= y1y2 − βy3,

(2)

其中: 变量Y = (y1, y2, y3)T ∈ R3代表状态变量, α,

β, γ是控制参数. 特别地,当参数α = 35, β=3, γ =
35时,并取如下初始条件(1.15, 3.5, 3.3),可以得到一
个典型Yang混沌吸引子,如图2所示.

图 1 Chen混沌吸引子,其中(a, b, c) = (35, 3, 28)

Fig. 1 Chen Chaotic attractor with (a, b, c) = (35, 3, 28)

图 2 Yang混沌吸引子,其中(α, β, γ) = (35, 3, 35)

Fig. 2 Yang Chaotic attractor with (α, β, γ) = (35, 3, 35)

注注注 1 类似于其他三维Lorenz-like系统,虽然Yang系

统(2)的右端也有6项,其中有2项非线性项,但是它具有一个

鞍点与两个结焦点,这个特殊的结构使其有别于其他所有三

维Lorenz-like系统.

3 尺尺尺度度度同同同步步步(Scaling synchronization)
3.1 理理理论论论分分分析析析(Theoretical analysis)
取Chen系统(1)为驱动系统,而响应系统是受控的

Yang系统,形式如下:



dz1

dt
= α(z2 − z1) + u1,

dz2

dt
= γz1 − z1z3 + u2,

dz3

dt
= z1z2 − βz3 + u3,

(3)

其中ui (i = 1, 2, 3)是待定的控制器,目的是使得上
述两个系统(1)与(3)达到同步.
令误差变量e1 = z1 − λx1, e2 = z2 − λx2, e3 =

z3 − λx3,这里λ 6= 0是一个自由尺度因子. 这样,式
(1)与(3)之间的误差系统可记为




de1

dt
= α(z2 − z1)− λa(x2 − x1) + u1,

de2

dt
= γz1 − z1z3 − λ((c− a)x1−

x1x3 + cx2) + u2,

de3

dt
= z1z2 − βz3 − λ(x1x2 − bx3) + u3.

(4)

假定所有参数a, b, c, α, β, γ都是未知的. 接下来
的目标寻找带有合适的参数估计更新律的控制器ui
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使得等式 lim
t→∞

ei = 0成立,其中i = 1, 2, 3.

定定定理理理 1 设计如下控制器:



u1 = α′(z1 − z2) + λa′(x2 − x1)− l1e1,

u2 = −γ′z1 + z1z3 + λ
(
(c′ − a′)x1−

x1x3 + c′x2

)− l2e2,

u3 = β′z3 − z1z2 + λ(x1x2 − b′x3)− l3e3,

(5)

于是不确定Chen系统(1)能同步到不确定的受控Yang
系统(3),其中 li > 0(i = 1, 2, 3)是任意实数, a′, b′,

c′, α′, β′, γ′分别代表参数a, b, c, α, β, γ的估计值,
且参数估计更新律满足




da′

dt
= −λ(x2 − x1)e1 + λx1e2,

db′

dt
= λx3e3,

dc′

dt
= −λ(x1 + x2)e2,

dα′

dt
= (z2 − z1)e1,

dβ′

dt
= −z3e3,

dγ′

dt
= z1e2.

(6)

证证证 将方程(5)代入方程(4),可以得到



de1

dt
= α′′(z2 − z1)− λa′′(x2 − x1)− l1e1,

de2

dt
= γ′′z1 − λ((c′′ − a′′)x1 + c′′x2)− l2e2,

de3

dt
= −β′′z3 + λb′′x3 − l3e3,

(7)

其中取如下记号: a′′ = a− a′, b′′ = b− b′, c′′ = c−
c′, α′′ = α− α′, β′′ = β − β′, γ′′ = γ − γ′.

接着构造如下Lyapunov函数:

V (t) =
1
2
(

3∑
i=1

e2
i + a′′2 + b′′2 + c′′2 +

α′′2 + β′′2 + γ′′2). (8)

对函数V关于时间 t求导,并利用关系式(6)−(7),可
得

dV

dt
=

e1

de1

dt
+ e2

de2

dt
+ e3

de3

dt
+ a′′

da′′

dt
+ b′′

db′′

dt
+

c′′
dc′′

dt
+ α′′

dα′′

dt
+ β′′

dβ′′

dt
+ γ′′

dγ′′

dt
=

e1

de1

dt
+ e2

de2

dt
+ e3

de3

dt
− a′′

da′

dt
− b′′

db′

dt
−

c′′
dc′

dt
− α′′

dα′

dt
− β′′

dβ′

dt
− γ′′

dγ′

dt
=

−l1e1
2 − l2e2

2 − l3e3
2.

既然li (i = 1, 2, 3)都是正常数,上式表明
dV

dt
是一个

负定函数. 根据Lyapunov稳定性理论,得到误差系统
(4)在平凡解的邻域内是渐进稳定的,这表明驱动系
统(1)与响应系统(3)之间的尺度同步可以达到.
3.2 数数数值值值模模模拟拟拟(Numerical simulation)
不失一般性,在下面的数值模拟中总是假定控制

参数的输入为(l1, l2, l3) = (5, 5, 5),选取经典系统参
数(a, b, c) = (35, 3, 28), (α, β, γ) = (35, 3, 35). 显
然在没有控制器的情况下, Chen系统与Yang系统能展
现混沌行为,可参见第2节的图1和图2. 另外, Chen系
统和受控的Yang系统的初始值分别为X0 =(1,−2, 2)
和Z0 = (1.15, 3.5, 3.3). 进一步选取被估计参数的初
始 值 为a′=30, b′=3.3, c′=30, α′=30, β′=3.3,

γ′=30.
下面令非零尺度因子λ = −2,这种情况对应着反

相同步且两个吸引子的两位差为π. 对应的两个吸引
子如图3所示,其中驱动吸引子是较小的(红色实线
的),响应吸引子是较大的(蓝色虚线的). 对应误差系
统随时间演化过程如图4所示. 而关于参数(a′, b′, c′)
和(α′, β′, γ′)的估计值随时间演化过程分别见于
图5和图6,这表明了所有不确定参数在所设计的控制
器作用下能收敛到它们的实际值.

图 3 尺度吸引子,其中(a, b, c) = (35, 3, 28),

(α, β, γ) = (35, 3, 35)和λ = −2

Fig. 3 Scaling attractors, with (a, b, c) = (35, 3, 28),

(α, β, γ) = (35, 3, 35) and λ = −2

图 4 误差系统的演化图,其中(a, b, c) = (35, 3, 28),

(α, β, γ) = (35, 3, 35)和λ = −2

Fig. 4 Evolution of error systems, with (a, b, c) = (35, 3, 28),

(α, β, γ) = (35, 3, 35) and λ = −2
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图 5 参数a, b和c的估计值

Fig. 5 Estimated values of the parameters a, b and c

图 6 参数α, β和γ的估计值

Fig. 6 Estimated values of the parameters α, β and γ

当尺度因子λ = 2,这种情况对应着同相同步.对
应的两个吸引子如图7所示,其中驱动吸引子是较小
的(红色实线的),响应吸引子是较大的(蓝色虚线的).
对应误差系统随时间演化过程如图8所示. 而关于参
数(a′, b′, c′)和(α′, β′, γ′)的估计值随时间演化过程分
别见于图 9和图 10,这表明了所有不确定参数在所设
计的控制器作用下能收敛到它们的实际值.

注注注 2 从上述数值模拟可以看出,如果Chen系统(1)存

在一个吸引子A,那么受控Yang系统(3)经过设计合适的控制

器后拥有λ倍吸引子,即λA.

注注注 3 本文所提出的同步方案同样适合于相同结构的

混沌尺度同步,此时驱动系统和响应系统具有相同的结构,这

表明相同结构的混沌尺度同步是本文的的一种特殊情况.

图 7 尺度吸引子,其中(a, b, c) = (35, 3, 28),
(α, β, γ) = (35, 3, 35)和λ = 2

Fig. 7 Scaling attractors, with (a, b, c) = (35, 3, 28),
(α, β, γ) = (35, 3, 35) and λ = 2

图 8 误差系统的演化图,其中(a, b, c) = (35, 3, 28),
(α, β, γ) = (35, 3, 35)和λ = 2

Fig. 8 Evolution of error systems, with (a, b, c) = (35, 3, 28),
(α, β, γ) = (35, 3, 35) and λ = 2

图 9 参数a, b,和c的估计值

Fig. 9 Estimated values of the parameters a, b, and c

图 10 参数α, β,和γ的估计值

Fig. 10 Estimated values of the parameters α, β, and γ

4 混混混合合合同同同步步步(Mixed synchronization)
值得提出的是,尺度因子λ在不同的方程中不一定

限制为恒正或恒负,可以选取不同的符号.这种情况
对应于混合同步,此时部分状态变量是同相同步,而
其他部分却是反相同步.

4.1 理理理论论论分分分析析析(Theoretical analysis)
依然分别选择Chen系统(1)和受控的Yang系统(3)

为驱动系统和响应系统.为了研究式(1)与式(3)之间
混合同步问题,可以假定误差系统选取如下:

e1 = z1 − λ1x1, e2 = z2 − λ2x2, e3 = z3 − λ3x3,
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其中λi 6= 0(i = 1, 2, 3)都是自由尺度因子. 不难看
出,式(1)和式(3)之间的误差系统可表示为




de1

dt
= α(z2 − z1)− λ1a(x2 − x1) + u1,

de2

dt
= γz1 − z1z3 − λ2((c− a)x1−

x1x3 + cx2) + u2,
de3

dt
= z1z2 − βz3 − λ3(x1x2 − bx3) + u3,

(9)

这里,所有参数a, b, c, α, β, γ都是完全未知的.

类似于定理1的证明,可以得到如下结论.

定定定理理理 2 设计如下控制器:



u1 = α′(z1 − z2) + λ1a
′(x2 − x1)− l1e1,

u2 = −γ′z1 + z1z3 + λ2

(
(c′ − a′)x1 − x1x3+

c′x2

)− l2e2,

u3 = β′z3 − z1z2 + λ3(x1x2 − b′x3)− l3e3,

(10)

则不确定Chen系统(1)能同步到不确定的受控Yang系
统(3),其中: li > 0(i = 1, 2, 3)是任意实数, a′, b′, c′,

α′, β′, γ′分别代表参数a, b, c, α, β, γ的估计值,且参
数估计更新律满足





da′

dt
= −λ1(x2 − x1)e1 + λ2x1e2,

db′

dt
= λ3x3e3,

dc′

dt
= −λ2(x1 + x2)e2,

dα′

dt
= (z2 − z1)e1,

dβ′

dt
= −z3e3,

dγ′

dt
= z1e2.

(11)

4.2 数数数值值值模模模拟拟拟(Numerical simulation)
选择与第3节一样的参数值和相同的初始值.但

是,令尺度因子为λ1 = λ3 = 2和λ2 = −2. 这种情况
对应着第1个和第3个状态变量是同相同步,然而第2
个状态变量是反相同步.

此时,对应的两个吸引子如图11所示,其中驱动吸
引子是较小的(红色实线的),响应吸引子是较大的(蓝
色虚线的). 对应误差系统随时间演化过程如图12所
示. 而关于参数(a′, b′, c′)和(α′, β′, γ′)的估计值随时
间演化过程分别见于图13和图14,这表明了所有不确
定参数在所设计的控制器作用下能收敛到它们的实

际值.

图 11 尺度吸引子,其中(a, b, c) = (35, 3, 28), (α, β, γ) =

(35, 3, 35), λ1 = λ3 = 2和λ2 = −2

Fig. 11 Scaling attractors, with (a, b, c) = (35, 3, 28),

(α, β, γ) = (35, 3, 35), λ1 = λ3 = 2 and
λ2 = −2

图 12 误差系统的演化图,其中(a, b, c) = (35, 3, 28),

(α, β, γ) = (35, 3, 35), λ1 = λ3 = 2和λ2 = −2

Fig. 12 Evolution of error systems, with (a, b, c) =

(35, 3, 28), (α, β, γ) = (35, 3, 35),

λ1 = λ3 = 2 and λ2 = −2

图 13 参数a, b和c的估计值

Fig. 13 Estimated values of the parameters a, b and c

图 14 参数α, β和γ的估计值

Fig. 14 Estimated values of the parameters α, β and γ
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