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摘要:研究了一阶强双曲分布参数系统的迭代学习控制问题.首先利用Fourier变换和半群方法导出了系统状态
的适应解.进而基于强双曲条件和Plancheral定理,在允许迭代过程中初值存在一定偏差条件下,给出并证明了系统
在P型迭代学习控制算法下的收敛条件.最后应用实例说明了所提方法的有效性.
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Abstract: An iterative learning control problem for first order strong hyperbolic distributed parameter systems is dis-
cussed. By means of Fourier transform and semigroup method, system state mild solution is built. Then, based on the
strong hyperbolic condition and Plancheral theorem in Hilbert space, convergence conditions are given under P-type itera-
tive learning control algorithms, where it is permitted to that the initial value of system state has some error in the iterative
process. An example illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制是智能控制中具有严格数学描述

的一个分支, 适用于具有重复运动性质的被控对
象[1]. 迭代学习控制以极为简单的学习算法,通过对
被控对象进行控制尝试,以输出轨迹与给定轨迹的
偏差修正不理想的控制信号,以产生新的控制信号
使得系统的跟踪性能得以提高[2].

迭代学习控制算法自Arimoto等人于1984年提出
以来便受到人们的重视,现已成为热门的研究课题,
已发表许多研究成果,且成功应用在诸如机器人系
统、无缝钢管张减过程壁厚控制以及许多工业过程

控制系统[3–7]. 现有关于迭代学习控制的研究大多是
针对能用常微分方程描述的有限维系统进行的. 但
在实际工程中,分布参数系统(或无穷维系统)及其控
制问题有着广泛的应用,如化学反应中的扩散过程
控制、热交换系统的控制等系统通常要用偏微分方

程所代表的分布参数系统来描述,而且对分布参数
系统的控制问题研究也很多. 然而,由于分布参数系
统状态变量涉及无穷维函数空间,所以到目前为止

将迭代学习控制方法应用于分布参数系统的研究成

果并不多. Qu[8]基于Lyapunov函数和边界控制首先
将迭代学习控制方法应用于一类弹性系统的控制问

题.文献 [9]利用半群方法和对抛物型分布参数系统
的迭代学习控制进行了研究,给出了基于算子不等
式的P型和D型迭代学习控制收敛性条件,文献 [10]
研究了一类非线性抛物型分布参数系统的稳态迭代

学习控制问题,分析了在P型学习算法下迭代学习过
程的收敛速度及鲁棒性. 谢等[7]对非线性抛物型分

布参数系统的迭代学习控制算法进行了探讨,给出
了二阶及高阶学习算法. Choi等在文献 [11]中对一
阶双曲系统的迭代学习控制问题进行了分析,将系
统延特征线离散化,利用一般的常微分系统的迭代
学习控制方法进行了研究,但没有给出学习收敛条
件及收敛性证明. 本文基于上述分布参数系统的迭
代学习控制研究基础,在严格意义的无穷维偏微分
系统框架下,利用P型学习算法,给出并证明了与常
微分系统类似的一阶强双曲分布参数系统迭代学习

算法的收敛充分条件.
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2 系系系统统统描描描述述述及及及准准准备备备(System statement and
preliminary)
本文考虑无界区域上一阶线性双曲系统[12]





∂Q(x, t)
∂t

=
d∑

N=1

AN ∂Q(x, t)
∂xN

−

αQ(x, t) + Bu(x, t),

y(x, t) = CQ(x, t) + Du(x, t),

t ∈ [0, T ], x ∈ Rd,

(1)

其中: 常数α > 0, Q ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl分别

表示系统状态、控制及输出向量,而C ∈ Rl×n, D ∈
Rl×m, AN = [aN

ij ] ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m均为常数矩

阵. 系统状态初始值为

Q(x, 0) = h(x), x ∈ Rd.

系统(1)的第 1式作为与热传导方程、波动方程及
Laplace方程在数学物理中4类最基本的方程之一有
很强的实际应用背景, 如电力系统中考虑分布参数
形式的远距离传输线方程(组)、非等温管式反应器
中的化学反应过程及声波传递的声波方程组等都可

以其线性或非线性形式表示(本文研究的是线性形
式).

对系统 (1)第 1式及上述初值条件的两边进行
Fourier变换,有



∂Q̂

∂t
(ξ, t)=[−iA(ξ)−αI]Q̂(ξ, t) + Bû(ξ, t),

Q̂(ξ, 0)= ĥ(ξ), ξ ∈ Rd,

(2)

其中: ĥ(ξ)表示h(x)的傅里叶变换, A(ξ) =
d∑

N=1

ξAN , I为单位矩阵. 当|ξ| = 1时, 如果A(ξ)的

特征值λ1(ξ), · · · , λn(ξ)为n个互异的非零实特征值

时, 则称系统(1)是强双曲的. 那么式(2)的适应解可
表示为[13]

Q̂(ξ, t)=K̂(ξ, t)ĥ(ξ)+
w t

0
K̂(ξ, t−s)Bû(ξ, s)ds,

(3)

其中: K̂(ξ, t)=e−tS(ξ), S(ξ)={iA(ξ)+αI},对式(3)
取Fourier逆变换,得

Q(x, t) = (Gth)(x) +
w t

0
(Gt−sBu)(x, s)ds, (4)

这里, Gt为如下定义的格林算子:

(Gtg)(x) = (
1
2π

)d/2
w

K(x− y, t)g(y)dy,

K(x, t) = (
1
2π

)d/2
w

eixξ−S(ξ)tdξ.

这里及下文关于空间变量的积分均表示在全空间

Rd上积分. 下面给出要用到的记号:

| · |表示矩阵范数: |A| =
√

λmax(ATA). L2(Ω)

为定义在开区域Ω上平方可积函数空间: 即若Q ∈
L2(Ω),则||Q||2L2=

w
Ω
|Q(x)|2dx<∞. 对Qi∈L2(Ω)

(i=1, 2, · · · , n),记Q=(Q1, · · · , Qn)∈Rn∩L2(Ω),
那么

||Q||2L2 =
w

Ω
QT(x)Q(x)dx.

对f(x, t) : Ω × [0, T ] → Rn, f(·, t) ∈ Rn ∩ L2(Ω),
t ∈ [0, T ],及给定的常数λ,定义其(L2, λ)范数为

||f ||(L2,λ) = sup
06t6T

{(||f(·, t)||2L2e−λt}.

3 迭迭迭代代代学学学习习习收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analy-
sis of iterative learning)
本节讨论分布参数系统(1)的迭代学习控制问题.

对给定的理想输出yd(x, t),本文的目标是通过学习
控制的方法逐步寻找控制输入序列{uk(x, t)},使得
误差函数ek(x, t) = yd(x, t)− yk(x, t)满足

lim
k→∞

||ek(·, t)||L2 = 0, t ∈ [0, T ]. (5)

对系统(1),采用P型迭代学习控制算法

uk+1(x, t) = uk(x, t) + Γek(x, t), (6)

其中: k表示迭代次数, Γ是待寻的学习过程中的增

益矩阵. 假设在学习过程中,系统的初始状态允许有
一定的误差,即

Qk(x, 0) = hk(x), x ∈ Ω, k = 1, 2, 3, · · · , (7)

||hk+1(x)− hk(x)||2L2 6 lrk, r∈ [0, 1), l>0. (8)

相应于(L2, λ(ξ)), 当给定适当的常数ξ时, (L2,

λ(ξ))范数定义为[7]

||ek(x, t)||(L2,λ(ξ)) = sup
06t6T

{(||ek(·, t)||2L2e−λt)ξk}.

下面是本文的主要结果.

定定定理理理 1 对强双曲系统(1),若算法(6)中的增益
矩阵Γ满足

|I −DΓ |2 6 ρ ∈ [0, 1), 2ρ + r < 1,

则由式(6)所确定的算法在[0, T ]上一致收敛,且

lim
k→∞

||ek(·, t)||L2 = 0, ∀t ∈ [0, T ].

证证证 由算法(6),可得

ek+1(x, t) = ek(x, t)− yk+1(x, t) + yk(x, t) =

ek(x, t)−D(uk+1(x, t)− uk(x, t))−
C(Qk+1(x, t)−Qk(x, t)) =

(I −DΓ )ek(x, t)−
C(Qk+1(x, t)−Qk(x, t)) =

ēk(x, t) + C̄k(x, t), (9)
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其中:

ēk(x, t) = (I −DΓ )ek(x, t),

C̄k(x, t) = −C(Qk+1(x, t)−Qk(x, t)).

因此由

eT
k+1(x, t)ek+1(x, t) =

(ēT
k (x, t) + C̄T

k (x, t))(ēk(x, t) + C̄k(x, t)) 6
2ēT

k (x, t)ēk(x, t) + 2C̄T
k (x, t)C̄k(x, t) (10)

及定理条件可得

|ek+1(x, t)|2 6 2ρ|ek(x, t)|2 + 2c|Q̄k(x, t)|2.
这里定义

Q̄k(x, t) = Qk+1(x, t)−Qk(x, t), c = |C|2.
利用L2范数的三角不等式有

||e(·, t)k+1||2L262ρ||ek(·, t)||2L2 +2c||Q̄k(·, t)||2L2 ,

(11)

因此从上式可知, 要估计||e(·, t)k+1||2L2 , 应先估计
||Q̄k(·, t)||2L2 ,由式(4)知

Q̄k(x, t) = Qk+1(x, t)−Qk(x, t) =

Gt(Qk+1(x, 0)−Qk(x, 0)) +w t

0
Gt−sB(uk+1(x, s)− uk(x, s))ds =

Gt(Qk+1(x, 0)−Qk(x, 0)) +w t

0
Gt−sBΓek(x, s)ds.

注意到|K̂(ξ, t)| 6 e−αt, 利用Plancheral定理, ∀h ∈
L2,有

||Gth||2L2 = ||K̂(ξ, t)ĥ||2L2 6 e−2αt||h||2L2 , (12)

所以,

||Q̄k(·, t)||2L2 6

2||Q̄k+1(·, 0)||2L2 + 2||
w t

0
Gt−sBΓek(·, s)ds||2L2 6

2lrk + 2T
w t

0
||Gt−sBΓek(·, s)||2L2ds 6

2lrk + 2T
w t

0
e−2a(t−s)||BΓek(·, s)||2L2ds 6

2lrk + 2T
w t

0
||BΓek(·, s)||2L2ds. (13)

式(13)第2个不等号利用了Hölder不等式. 选择适当
大的λ,并用e−λt乘以两边有

||Q̄k(·, t)||2L2e−λt 6

2lrk + 2T
w t

0
e−λ(t−s)||BΓek(·, s)||2L2e−λsds 6

2lrk + 2T ||BΓek||(L2,λ)

w t

0
e−λ(t−s)ds 6

2lrk + b1

1− e−λT

λ
||ek||(L2,λ), (14)

其中b1 = 2T |BΓ |. 则由式(11)(14)有

||e(·, t)k+1||2L2e−λt 6
2ρ||ek||2(L2,λ) + 2c||Q̄k(·, t)||2L2e−λt 6

2ρ||ek||(L2,λ)+2c(2lrk + b1

1− e−λT

λ
||ek||(L2,λ)) =

4clrk + (2ρ +
b2

λ
)||ek||(L2,λ). (15)

因为式(15)右端与t无关,所以

||ek+1||(L2,λ)) 6 4clrk + (2ρ +
b2

λ
)||ek||(L2,λ).

(16)

由定理条件可知,利用实数的连续性,对充分大的λ,

有2ρ + r +
b2

λ
< 1. 记2ρ +

b2

λ
= η,由式(16)得

||ek||(L2,λ) 6 4cl
k−1∑
j=1

rjηk−j−1 + ηk||e1||(L2,λ). (17)

由于η + r < 1,则存在ξ > 1,使得ξ(η + r) < 1,则

(||ek||(L2,λ))ξk 6

4clξ
k−1∑
j=1

(ξr)j(ξη)k−j−1 + (ξη)k||e1||(L2,λ) 6

4clξ(ξr + ξη)k−1 + (ξη)k||e1||(L2,λ) 6
4clξ + ||e1||(L2,λ), (18)

从而

||ek||(L2,λ) 6 (4clξ + ||e1||(L2,λ))ξ−k. (19)

故

||ek(·, t)||2L2 6 e−λt sup
16j6k

||ej||(L2,λ) 6

ξ−keλT (4clξ + ||e1||(L2,λ)). (20)

由于ξ > 1,则得到所要求证明的结果

lim
k→∞

||ek(·, t)||L2 = 0, t ∈ [0, T ].

证毕.

4 例例例子子子(Example)
考虑下面的系统:

∂υ

∂t
+ υ0

∂υ

∂x
+

1
ρ

∂p

∂x
= −αυ + u1(x, t),

∂p

∂t
+ υ0

∂p

∂x
+ κ2ρ

∂υ

∂x
= −αp + u2(x, t),

υ(x, 0) = h1(x), p(x, 0) = h2(x), x ∈ R, t > 0.

如果令Q1 = υ, Q2 = p, 则对应于系统(1), d = 1,

n = 2的情形



∂Q(x, t)
∂t

=A
∂Q(x, t)

∂x
−αQ(, x, t)+Bu(x, t),

Q(x, 0) = h(x), x ∈ R, t > 0.

(21)

这里,
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A = −
[

υ0 1/ρ

κ2ρ υ0

]
, B =

[
1 0
0 1

]
,

容易知道矩阵A有两个不相同的非0实特征值: λ1,2

= υ0 ± κ(υ0 6= κ), 因此系统(21)是强双曲的; 进一
步取

C =

[
2 1
1 2

]
, D =

[
1 0
0 1

]
, Γ =

[
0.6 0
0 0.7

]
,

所以对给定的输出,可以按照算法(6)进行迭代学习.

5 结结结论论论(Conclusions)
目前对分布参数系统迭代学习控制的研究主要

集中于抛物型系统,本文则研究了双曲型分布参数
系统的迭代学习控制问题(正则情形). 基于适应解
在希尔伯特空间的抽象表达式, 充分利用系统强双
曲性质, 从而可以得到类似于常微分系统解的逐项
估计不等式,最终导出了系统P型迭代学习控制收敛
性条件. 本文结果无本质困难的可推广到Lipschitz
非线性的情形, 同时本文研究过程中不需求出解的
精确表达式,方法具有一般性,拓宽了迭代学习控制
方法在分布参数系统上的应用范围,对分布参数系
统迭代学习控制研究具有重要的理论和实际意义.
未来进一步可考虑二阶双曲分布参数系统的迭代学

习控制问题.
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