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摘要:具有到达时间约束、目标为最小化加权完工时间之和的单机调度问题是一个典型的NP-hard问题,采用时
间下标建模的线性规划松弛方法可提供一个很强的下界,但优化求解存在维数困难.为此,本文提出了一种对偶集
结优化策略,通过选择一个衰减集结矩阵集结对偶乘子变量,利用对偶理论获得模型的约束集结,从而降低计算复
杂度.同时分析了集结模型的结构特性,并提出一种迭代算法来改善下界. 仿真结果表明对偶集结迭代算法能够减
少计算时间,同时改善下界性能,适用于大规模调度问题.
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A dual aggregated iterative algorithm for
single machine scheduling problems

ZUO Yan, XUE An-ke, WANG Jian-zhong
(Institute of Information and Control, Hangzhou Dianzi University, Hangzhou Zhejiang 310018, China)

Abstract: The scheduling problem of minimizing the weighted completion time of n jobs with release dates on a single
machine is strongly NP-hard. Its linear-programming relaxation based on time-indexed formulation provides a strong lower
bound. However the number of constraints and variables can be large even for relative small instances. In this paper, a dual
aggregated strategy is proposed to decrease the numbers of constraints by aggregating the dual multipliers with a decaying
aggregation matrix. The structural properties of the aggregated model are also analyzed. An iterative method is proposed
to improve the lower bound. Simulation results show that the dual aggregated iterative algorithm can reduce running time
and improve lower bound. The application of these techniques still allows large-scale scheduling problems.
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1 引引引言言言(Introduction)
具有到达时间约束, 目标为最小化加权完工时

间之和的单机调度问题1|rj|
∑

wjCj是典型的NP-
hard问题,存在优化求解困难[1]. 目前单机调度问题
优化主要采用基于多面体理论的优化算法, 它将调
度问题描述为整数规划模型, 通过线性规划(linear
programming, LP)松弛获得最优值的下界,它可提供
有效信息进行算法寻优[2, 3].

基于多面体理论的隐枚举法和近似算法关键在

于最优值下界的选择, 下界越紧, 调度性能越好[4].
文[5]指出单机调度问题1|rj|

∑
wjCj基于时间下标

描述的LP松弛获得的下界最紧. 然而随着问题规模
的增大,基于时间下标描述的LP松弛问题维数呈指

数增长,优化求解非常困难.为此,文[6]采用列生成
法对可行域顶点进行凸组合描述, 部分降低计算复
杂度.但生成的列个数过多导致算法的收敛速度慢,
计算效率较低. 文[7]采用代理松弛方法对约束进行
线性组合,减少约束个数, 虽可大大减少计算量, 但
获得的下界值较弱. 因此,有必要提供一种有效的算
法求解基于时间下标的LP松弛问题,在下界性能和
计算效率之间获得一个好的均衡.

本文对单机调度1|rj|
∑

wjCj的LP松弛问题提
出了一种对偶集结迭代算法, 选择合适的集结矩阵
对LP松弛问题对偶乘子变量进行集结,实现LP松弛
问题模型的降维,提高计算效率.在此基础上, 设计
了一种迭代算法,理论上保证下界性能迭代改进,最
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后仿真测试验证了该算法的有效性.

2 基基基于于于时时时间间间下下下标标标的的的单单单机机机调调调度度度模模模型型型(Time-
indexed formulation for single machine
scheduling problems)
单机调度问题1|rj|

∑
wjCj描述如下: n个待加

工工件在一台机器上加工,工件一旦开工不允许中
断, 任一时刻机器最多只能加工一个工件. 已知工
件j的到达时间rj > 0,加工时间pj > 0. 令工件j的

完工时间为Cj ,目标函数为最小化加权完工时间之
和

∑
wjCj最小,其中权值wj > 0.

将整个调度时域T分解为T个单位时间长度的时

段,给出基于时间下标的单机调度模型如下[5]:

min
n∑

j=1

T∑
t=rj+pj

wjtxjt, (1)

s.t.
T∑

t=rj+pj

xjt = 1, j = 1, · · · , n, (2)

n∑
j=1

t+pj−1∑
s=t

xjs 6 1, t = 1, · · · , T , (3)

xjt∈{ 0, 1 } , j =1,· · ·, n, t=1,· · ·, T, (4)

其中二进制变量xjt示工件j是否在时段[t− 1, t]完
工,若是则xjt = 1,否则xjt = 0. 目标函数(1)表示加

权完工时间之和
∑

wjCj ,其中Cj =
T∑

t=rj+pj

txjt;分

配约束(2)表示每个工件在调度时域内仅能完工一
次;机器能力约束(3)表示任一时段机器最多加工一
个工件.

松弛整数约束条件可获得单机调度问题的LP松
弛模型,变量整数约束(4)松弛为

0 6 xjt 6 1, j = 1, · · · , n, t = 1, · · · , T. (5)

基于时间下标的LP松弛模型中约束个数为n +
T , 变量个数为nT , 其中调度时域T >

n∑
j=1

pj . 当工

件数n很大且工件的加工时间pj很长的情况下,线性
规划优化求解存储需求和计算时间非常大,因此有
必要提出一种有效的方法降低模型的维数,在减少
计算量的同时保证下界性能.

3 集集集结结结模模模型型型及及及迭迭迭代代代算算算法法法(Aggregated model
and iterative algorithm)
从基于时间下标单机调度模型描述中可以看出,

优化问题的计算复杂度取决于问题规模n和调度时

域T . 若能采用某种合理的降维方法,将原来的优化
变量用一组低维的集结变量代替,则可大大减少优
化计算量,满足实时优化调度的要求.

3.1 对对对偶偶偶集集集结结结模模模型型型(Dual aggregated model)
将基于时间下标的LP松弛模型PLP,写成如下矩

阵结构形式:

(PLP)





minCX,

A1X = b1,

A2X 6 b2,

X ∈ RnT
+ . (6)

由对偶理论得到其对偶模型DLP矩阵结构如下:

(DLP)





max(bT
1 π + bT

2 λ),

AT
1 π + AT

2 λ 6 CT,

π ∈ Rn, λ ∈ RT,

(7)

其中: A1 ∈ Rn×(nT )
+ 和A2 ∈ RT×(nT )

+ 分别表示分配

约束和机器能力约束系数矩阵, π和λ分别表示分配

约束和机器能力约束的对偶乘子向量.

由对偶理论,对偶乘子λ = [λ1 λ2 · · · λT ]T中每
个元素λi的物理意义为第i个时间段使用机器的影

子价格,它反映了每个时间段机器的竞争程度.某时
段机器竞争越激烈,对应该时段的影子价格越高. 根
据机器不同时段竞争程度不同,集结对偶乘子,将调
度时域进行不同时间尺度分解.

将调度时域T分割为s(s < T )段,取集结变换形
式为

λ = Hλp, (8)

其中: s为集结变量个数, λp为集结后对偶乘子向量,
λp =

[
λ1

p λ2
p · · · λs

p

]T
,维数为s× 1.

集结矩阵H采用如下衰减集结形式[8, 9]:

H = diag{H1, · · · , Hs}, (9)

其中: Hi为li × 1维的列向量[1 · · · 1]T, li为第i个时

段的时间长度,
s∑

i=1

li = T .

将式(8)代入对偶模型DLP得到对偶集结模型Da

如下:

(Da)





max(bT
1 π + bT

2 Hλp),

AT
1 π + (AT

2 H)λp 6 CT,

π ∈ Rn, λp ∈ Rs.

(10)

将对偶集结模型Da转换至原空间, 得到原问题
的集结模型Pa:

(Pa)





minCX,

A1X = b1,

(HTA2)X 6 HTb2,

X ∈ RnT
+ . (11)

比较原模型PLP和集结模型Pa的结构,集结模型
在结构上具有以下特点:
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1) 矩阵结构不变,目标函数和分配约束不变;

2) 机器能力约束进行凸组合,原问题中表示单
位长度时间段[t− 1, t]内机器的能力约束,集结模型
中表示长度为li的时间段[t− 1, t]内机器需要满足
总的能力约束.

从计算角度看, 约束个数从n + T减少为n +
s(s << T ),可大大降低计算量;从理论分析角度看,
利用对偶理论建立原问题和集结问题优化解之间的

关系,可进行集结模型的性能分析.

引引引理理理 1 令可行域S1 =
{
X ∈ Rn

+|AX 6 b
}

,
可行域S2 =

{
X ∈ Rn

+|HTAX 6 HTb
}

, 若H采用

式(9)形式,则一定有S1 ⊆ S2.

证证证 设X0为可行域S1的任意解, 即X0 ∈ S1,
则X0满足约束AX0 6 b,即(AX0 − b) 6 0T×1.

令(AX0− b) = [n1 n2 · · · nT ]T,其中ni 6 0. 由
式(9)有

HT(AX0 − b) =


n1 + · · ·+ nl1

nl1+1 + · · ·+ nl1+l2

...
nl1+···+ls−1+1 + · · ·+ nT




60s×1,

故X0 ∈ S2,即S1 ⊆ S2. 证毕.

定定定理理理 1 令原模型PLP最优目标函数值为zLP,
集结模型Pa最优目标函数值为za,则有za 6 zLP.

证证证 已知原模型PLP和集结模型Pa的可行域

分别为SLP =
{
X ∈ Rn

+|A1X = b1, A2X 6 b2

}
,

Sa =
{
X ∈ Rn

+|A1X = b1,H
TA2X 6 HTb2

}
, 集

结矩阵H采用式(9)形式,由引理1可知SLP ⊆ Sa,目
标函数为最小化问题,故za 6 zLP成立,即对偶集结
问题优化解为原问题提供一个下界. 证毕.

3.2 迭迭迭代代代优优优化化化算算算法法法(Iterative optimization algo-
rithm)
采用对偶集结策略可大大减少计算量,同时也得

到原问题的一个下界, 该方法是以牺牲下界性能来
换取计算量的减少. 为了提高该下界,本文进一步提
出一种迭代算法. 迭代过程中, 依次松弛集结约束,
改善下界同时保证计算效率.

将集结模型Pa中系数矩阵A2和b2展开如下:

A2 =

T︷ ︸︸ ︷


A21

A22

...
A2s




} l1
} l2

} ls

, b2 =

T︷ ︸︸ ︷


b21

b22

...
b2s




} l1
} l2

} ls

. (12)

集结变换(8)按块对角展开如下:

λ′k = Hkλ
k
p, k = 1, · · · , s, (13)

其中λ′k =
[
λl0+···+lk−1+1 · · · λl0+···+lk

]T
, l0 = 0.

集结模型Pa按块对角形式重新描述如下:

(P 0
a )





minCX,

A1X = b1,

(HT
1 A21)X 6 HT

1 b21,

(HT
2 A22)X 6 HT

2 b22,

...

(HT
s A2s)X 6 HT

s b2s,

(14)

每次迭代k, 固定上一步迭代求得的对偶乘子
λ′k−1, 松弛对偶乘子集结约束λ′k = Hkλ

k
p, 能力约

束(HT
k A2k)X 6 HT

k b2k转化为A2kX 6 b2k. 给出第
k次迭代集结模型如下:

(P k
a )





min zk = zk−1 + λ
′T
k−1(b2,k−1 −A2,k−1X),

A1X = b1,

...

A2kX 6 b2k,

(HT
k+1A2,k+1)X 6 HT

k+1b2,k+1,

...

(HT
s A2s)X 6 HT

s b2s,

(15)

给出对偶集结迭代算法如下:

Step 0 令迭代次数k = 0, λ′0 = 0, z0 = CX ,
对偶乘子λ = HλP, 按式(9)选取集结矩阵H , 按
式(14)建立集结模型P 0

a ;

Step 1 采用单纯形法求解模型P k
a ,得到优化变

量xjt,对偶乘子λP和下界值LB;

Step 2 采用α-points可行化方法[10], 得到可行
调度和上界值UB;如果(UB−LB)/LB < 0.05,则
停止迭代,转Step4;否则转Step3;

Step 3 令k = k + 1, 如果k > s, 则停止迭代,
转Step4;否则按式(15)更新集结模型P k

a ,转Step1;

Step 4 输出最优解和目标函数值.

定定定理理理 2 设集结模型Pa最优目标函数值为za,
第k次迭代集结模型P k

a最优目标函数值为zk(k =
1, · · · , s), 原问题PLP最优目标函数值为zLP, 则
有za 6 z1 6 z2 6 · · · 6 zs 6 zLP, 即下界随迭
代过程不断增强并接近原问题最优目标函数值.

证证证 集结模型的可行域Sa和迭代一次后集结模

型的可行域S1分别为:



1796 控 制 理 论 与 应 用 第 27卷

Sa ={X ∈ RnT
+ |A1X = b1,H

T
1 A21X 6 HT

1 b21,

HT
2 A22X 6 HT

2 b22, · · · ,HT
s A2sX 6 HT

s b2s},
S1 ={X ∈ RnT

+ |A1X = b1, A21X 6 b21,

HT
2 A22X 6 HT

2 b22, · · · ,HT
s A2sX 6 HT

s b2s}.

由引理1可知S1 ⊆ Sa,目标函数相等且为最小化
问题,可得za 6 z1.

迭代一次后模型求得的最优对偶值为λ′1 =
[λ∗1 · · · λ∗l1 ]

T,由对偶原理有:

z1 = min
X∈S1

CX = min
X∈S′1

CX + λ
′T
1 (b21 −A21X),

z2 = min
X∈S2

CX + λ
′T
1 (b21 −A21X),

其中:

S′1 ={X ∈ RnT
+ |A1X = b1,H

T
2 A22X 6 HT

2 b22,

· · · ,HT
s A2sX 6 HT

s b2s},
S2 ={X ∈ RnT

+ |A1X = b1, A22X 6 b22,

· · · ,HT
s A2sX 6 HT

s b2s},
由引理1可知S2 ⊆ S′1,目标函数相等且为最小化问
题,可得z1 6 z2;

同理可得z1 6 z2 6 · · · 6 zs.

zs = min
X∈S′s

[CX + λ
′T
1 (b21 −A21X) + · · ·+

λ
′T
s−1(b2,s−1 −A2,s−1X)] 6
max

λ′1,··· ,λ′s−1

min
X∈S′s

[CX+λ
′T
1 (b21−A21X)+· · ·+

λ
′T
s−1(b2,s−1 −A2,s−1X)] 6
min

X∈SLP

CX = zLP,

其中:

S′s = {X ∈ RnT
+ |A1X = b1, A2sX 6 b2s},

SLP = {X ∈ RnT
+ |A1X = b1, A21X 6 b21,

· · · , A2sX 6 b2s},

故za 6 z1 6 z2 6 · · · 6 zs 6 zLP成立.

证毕.

4 仿仿仿真真真测测测试试试与与与分分分析析析(Computational results)
按文[5]的方式随机生成数据: 工件个数n分别取

100, 200, 300, 350; 加工时间pj为1到pmax的随机整

数,其中pmax分别取10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90,

100; 到达时间rj服从[0,
1
2

n∑
j=1

pj]均匀分布, 权值wj

为 1到 10的随机整数;调度时域 T = max
j=1,··· ,n

{rj}+
n∑

j=1

pj . 对任意实例(n, pmax)(组合见表1)随机生成10

组测试数据,结果取均值.

衰减集结矩阵H中li分别取1, 2, 4, 8,· · · . 采用α

点可行化[10],其中α = 0.5. 采用对偶间隙ρ1来评价

对偶集结迭代算法的调度性能: ρ1 = (zUB − zLB)/
zLB,其中zLB和zUB分别为对偶集结迭代算法获得的

下界和上界. 采用对偶间隙ρ2来评价对偶集结迭代

算法获得的下界性能: ρ2 = (zLP − zLB)/zLB, 其
中zLP为原LP问题最优目标函数值. 仿真测试采
用C语言编程, 运行在主频为2GHz, 内存为256MB
的机器上. 计算时间以秒为单位,仿真结果见表1.

表 1 单机调度问题算法性能比较
Table 1 Performance comparison of the algorithms

for single-machine scheduling problems

迭代算法 原LP问题优化算法
(n, pmax)

ρ1/% CPU/s ρ2 CPU/s

(100,10) 2.68 16 1.92% 193
(100,20) 2.08 40 1.31% 1072
(100,30) 2.28 69 2.22% 2880
(200,10) 2.99 138 2.18% 2473
(100,40) 3.49 75 N/A N/A
(100,50) 2.25 114 N/A N/A
(100,60) 3.27 251 N/A N/A
(100,70) 3.12 211 N/A N/A
(100,80) 1.30 262 N/A N/A
(100,90) 2.74 320 N/A N/A
(100,100) 2.39 336 N/A N/A
(250,10) 2.94 336 N/A N/A
(300,10) 2.75 659 N/A N/A
(350,10) 2.88 920 N/A N/A

仿真结果显示集结迭代算法可获得较好的调度

性能(对偶间隙ρ1均保持在5%范围内), 且优化计算
量要远远小于原LP问题优化算法. 采用集结迭代算
法对无法求解的中大规模问题亦能在较快的计算时

间内获得好的调度结果(对偶间隙ρ1在5%范围内).
由表中ρ2亦可知, 集结迭代算法获得的下界性能较
好, 该方法结合α点可行化方法不仅为单机调度问

题优化求解提供了一种有效的近似算法, 还可推广
至分支定界等精确算法的求解.

5 结结结论论论(Conclusion)
为提高单机调度问题优化求解效率,本文提出了

一种对偶集结策略.采用衰减集结矩阵集结对偶乘
子变量, 将调度时域按不同时间尺度分解, 通过对
偶变换集结能力约束,实现模型的降维,提高计算效
率.在此基础上设计了一种对偶集结迭代算法,理论
上保证下界性能迭代改进, 仿真测试验证了算法的
有效性. 对偶集结迭代算法可在调度性能和计算效
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率之间获得一个好的均衡, 不仅为大规模调度问题
近似算法提供好的下界, 而且可以应用于分支定界
算法等精确算法中, 提高搜索效率, 降低计算时间.
尽管本文主要讨论单机调度问题,但它对大规模、多
机、复杂约束调度问题的优化求解提供了一种新的

解决思路,具有一定的研究意义.
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