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摘要: 本文研究了一类连续搅拌反应釜(CSTR)系统的H∞控制问题. 系统中的非线性动态特性可采用Takagi-
Sugeno(T-S)模糊双线性模型进行描述. 通过引入两个自由矩阵,给出一个新的保证闭环模糊双线性系统在H∞性能
指标下全局渐近稳定的充分条件和控制器设计方法,并且该条件最终可归结为求解一组线性矩阵不等式的可行性
问题. CSTR系统的仿真结果表明设计方法的有效性.
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Abstract: This paper is concerned with the H-infinity control for a class of continuous stirred tank reactor (CSTR)
systems, in which the nonlinear dynamics are described by Takagi-Sugeno fuzzy bilinear models. By introducing two free
matrix variables, we derive a new sufficient condition, in terms of linear matrix inequalities, of the global stability with a
prescribed H-infinity performance level for the closed-loop fuzzy bilinear systems. The controller design method is also
given. Simulation results of a CSTR system illustrate the effectiveness of the design method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际问题中,许多非线性动态特性会呈现自然

的控制变量与状态变量相乘的现象.比如在化工生
产过程中, 很多控制系统常采用物料流量作为其控
制变量. 通过物料和能量平衡原理建立的描述对象
动态特性的数学模型中往往会出现状态变量(如温
度和浓度)与控制变量(流量)的乘积项, 由此产生了
双线性系统的控制问题.双线性系统是一类非常特
殊的非线性系统,其特殊性主要表现在: 第一,虽然
是非线性系统,但与一般的非线性系统相比,其结构
简单,易于处理;第二,对于一些特殊的非线性系统,
其描述对象的近似程度要比传统的线性系统高得

多[1]. 正是由于这种特殊性,使得双线性系统在生物
工程、化工过程、社会经济以及人口等领域获得了

广泛的应用[1–2].

对于非线性系统而言, 具有线性后件的T-S模糊
模型[3]被证实可以以任意精度有效逼近实际被控对

象. 特别是与并行分布补偿(parallel distributed com-

pensation, PDC)算法[4]和线性矩阵不等式(LMI)技
术[5]的结合, 使其成为非线性系统稳定性分析和
控制器设计的一种有效处理方法, 并涌现出了一大
批有益的研究成果[6–8].

鉴于双线性系统的特殊性和T-S模糊模型的高度
逼近的特点, 台湾学者Li T H S和Tsai S H将双线性
系统和T-S模糊模型相结合, 提出了T-S模糊双线性
模型[9]. 该模型模糊规则的后件部分是一个双线性
模型, 可用来近似一些用T-S模糊线性模型不能
近似的非线性系统. 此后, 对T-S模糊双线性系统
(fuzzy bilinear systems, FBS)的研究引起了学者的广
泛关注[10–13]. 文献 [9]研究了一类连续FBS的稳定
性问题, 并把结果推广应用到了时滞FBS中[10], 文
献 [11–12]则讨论了一类离散FBS的H∞稳定问题,
文献 [13]对多输入双线性系统进行了鲁棒H∞控制
的探讨. 然而,在这些结果中,控制器的设计都依赖
于对称正定的Lyapunov矩阵, 这或多或少会给结果
带来一定的保守性.
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基于上述原因, 本文研究一类连续FBS的H∞控
制问题. 首先, 利用T-S模糊双线性模型对一类非线
性系统进行模糊建模. 然后, 采用PDC结构对每个
局部双线性模型进行状态反馈控制器的设计.基于
Lyapunov稳定性理论,通过引入两个自由矩阵,给出
保证闭环FBS全局渐近稳定的充分条件和控制器设
计方法. 在该条件中, Lyapunov矩阵和系统矩阵的乘
积关系被解除, 使得控制器的增益可以独立于Lya-
punov矩阵设计,并且控制器的求解最终可转化为一
组线性矩阵不等式的凸优化问题.最后,以连续搅拌
反应釜(continuous stirred tank reactor, CSTR)系统为
例进行仿真研究,结果表明该设计方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑一类由T-S模糊双线性模型描述的非线性系

统,其第i条规则如下：

Plant Rule i: IF v1(t) is Mi1 and · · · and vp(t) is
Mip, THEN



ẋ(t)=Aix(t) + Nix(t)u(t) + Biu(t)+
D1iw(t),

z(t)=Cix(t) + D2iw(t), i = 1, 2, · · · , r,

(1)

其中: x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, z(t) ∈ Rl 分别为

系统的状态向量、控制输入向量和被控输出向量,
w(t) ∈ Lq

2[0,∞)为平方可积的干扰输入向量; v1(t),
· · · , vp(t)为模糊规则的前件变量, Mij(j = 1, 2,

· · · , p)为模糊集合, r为模糊推理规则数. Ai, Ni, Bi,

D1i, Ci, D2i为具有适当维数的已知常数矩阵.

采用单点模糊化、乘积推理以及加权平均反模

糊化的方法,可得模糊双线性系统的整体方程为



ẋ(t) =
r∑

i=1

hi(v)[Aix(t) + Nix(t)u(t)+

Biu(t) + D1iw(t)],

z(t) =
r∑

i=1

hi(v)[Cix(t) + D2iw(t)],

(2)

式中v = [v1(t) v2(t) · · · vp(t)]T,且

hi(v) =
µi(v)

r∑
i=1

µi(v)
, µi(v) =

p∏
j=1

Mij(vj(t)),

其中: Mij(vj(t))为vj(t)关于模糊集合Mij的隶属度

函数, µi(v)为第i条规则的隶属度.

一般,假设µi(v)满足µi(v) > 0, i = 1, 2, · · · , r,
r∑

i=1

µi(v) > 0. 因此,有

hi(v) > 0, i = 1, 2, · · · , r,
r∑

i=1

hi(v) = 1

成立.

假定系统状态可测, 根据PDC算法对系统(1)设

计局部状态反馈控制器,控制规则如下:

Controller Rule i: IF v1(t) is Mi1 and · · · and vp(t)
is Mip, THEN

u(t) =
ρKix(t)√

1 + xT(t)KT
i Kix(t)

, (3)

其中: Ki ∈ Rm×n, i = 1, 2, · · · , r为对应子系统的

状态反馈增益矩阵, ρ > 0为待定标量. 于是整个模
糊双线性系统的状态反馈控制律为

u(t) =
r∑

i=1

hi(v)
ρKix(t)√

1 + xT(t)KT
i Kix(t)

=

r∑
i=1

hi(v) · ρ · sin θi =

r∑
i=1

hi(v) · ρ · cos θi ·Kix(t), (4)

式中θi ∈ [−π

2
,
π

2
],且





sin θi =
Kix(t)√

1 + xT(t)KT
i Kix(t)

,

cos θi =
1√

1 + xT(t)KT
i Kix(t)

.

为简化表述,令hi = hi(v), hj = hj(v). 将状态
反馈控制律(4)代入系统(2)中,可得整个闭环模糊双
线性系统的方程为




ẋ(t) =
r∑

i=1

r∑
j=1

hihj[Λijx(t) + D1iw(t)],

z(t) =
r∑

i=1

hi[Cix(t) + D2iw(t)],
(5)

式中Λij = Ai + ρNi sin θj + ρBiKj cos θj .

本文研究的问题可描述为:对于给定的模糊双线
性系统(2)和常数γ > 0,确定状态反馈控制器(4),使
得闭环模糊双线性系统(5)满足以下两个条件:

1) 当w(t) = 0时,闭环模糊双线性系统(5)是渐
近稳定的;

2) 在零初始条件下, 对于任意非零向量w(t) ∈
Lq

2[0,∞),系统的被控输出z(t)满足

‖z(t)‖2 < γ‖w(t)‖2.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析及及及控控控制制制器器器设设设计计计(Stability analy-
sis and controller design)
本节首先给出闭环模糊双线性系统(5)在H∞性

能指标γ下渐近稳定的充分条件.

定定定理理理 1 对于给定的常数γ > 0,闭环模糊双线
性系统(5)是渐近稳定的, 且满足H∞性能指标γ, 则
存在对称正定矩阵P ,使得下列矩阵不等式成立:

r∑
i=1

r∑
j=1

hihj




ΛT
ijP + PΛij PD1i CT

i

DT
1iP −γ2I DT

2i

Ci D2i −I


 < 0. (6)
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证证证 选取Lyapunov函数

V (x(t)) = xT(t)Px(t),

其中P为对称正定矩阵. 由连续系统的有界实引理
易证结论成立. 证毕.

以下通过引入两个自由矩阵,给出一种新的系统
渐近稳定的分析方法. 自由矩阵的引入解除了系统
矩阵和Lyapunov矩阵之间的耦合关系, 使得控制器
增益可以独立于Lyapunov矩阵进行设计.

定定定理理理 2 对于给定的常数γ > 0,闭环模糊双线
性系统(5)是渐近稳定的, 且满足H∞性能指标γ, 如
果存在对称正定矩阵P和矩阵F、G, 使得下列矩阵
不等式成立.

r∑
i=1

r∑
j=1

hihj




F1 F2 FD1i CT
i

∗ −G−GT GTD1i 0
∗ ∗ −γ2I DT

2i

∗ ∗ ∗ −I


 < 0, (7)

其中:

F1 = ΛT
ijF

T + FΛij,F2 = P − F + ΛT
ijG.

证证证 令

Γ =




I ΛT
ij 0 0

0 DT
1i I 0

0 0 0 I




T

,

对矩阵不等式(7)左乘ΓT和右乘Γ ,即可得到矩阵不
等式(6). 证毕.

为了得到控制器增益,在定理2的基础上,将模糊
双线性系统的渐近稳定条件转化为一组线性矩阵不

等式的可行性问题.在此之前,先给出定理证明中要
用到的引理[7].

引引引理理理 1 给定具有适当维数的矩阵X和Y ,则存
在标量ε > 0,使得

XTY + Y TX 6 εXTX + ε−1Y TY.

定定定理理理 3 对于给定的常数γ > 0,闭环模糊双线
性系统(5)是渐近稳定的, 且满足H∞性能指标γ, 则
存在正数εij > 0, 矩阵P̃ , F̃ , G̃和矩阵Yi, i, j =
1, 2, · · · , r,使得下列矩阵不等式成立:


Θii F̃NT
i Y T

i BT
i

∗ −εiiI 0
∗ ∗ −εiiI


 < 0, i = 1, 2, · · · , r, (8)




Θij + Θji F̃NT
i F̃NT

j Y T
j BT

i Y T
i BT

j

∗ −εijI 0 0 0
∗ ∗ −εjiI 0 0
∗ ∗ ∗ −εijI 0
∗ ∗ ∗ ∗ −εjiI




< 0, (9)

i < j, i, j = 1, 2, · · · , r,

式中:

Θij =




Θ1ij P̃−G̃+F̃AT
i +εijρ

2I D1i F̃CT
i

∗ −G̃T − G̃ + εijρ
2I D1i 0

∗ ∗ −γ2I DT
2i

∗ ∗ ∗ −I


 ,

Θ1ij = AiF̃
T + F̃AT

i + εijρ
2I.

证证证 将Λij = Ai + ρNi sin θj + ρBiKj cos θj代

入矩阵不等式(7),整理得到
r∑

i=1

r∑
j=1

hihj[Ξij + Π T
1 Π2 + Π T

2 Π1 +

ΦT
1 Φ2 + ΦT

2 Φ1] < 0, (10)

式中:

Ξij =




AT
i FT+FAi P−F +AT

i G FD1i CT
i

∗ −G−GT GTD1i 0
∗ ∗ −γ2I DT

2i

∗ ∗ ∗ −I


 ,

Π1 = [ρFT sin θj ρG sin θj 0 0],

Π2 = [Ni 0 0 0],

Φ1 = [ρFT cos θj ρG cos θj 0 0],

Φ2 = [BiKj 0 0 0].

由引理1可知,存在标量εij > 0, i, j = 1, 2, · · · ,

r,使得

Π T
1 Π2 + Π T

2 Π1 + ΦT
1 Φ2 + ΦT

2 Φ1 6
εijΠ T

1 Π1 + ε−1
ij Π T

2 Π2 + εijΦT
1 Φ1 + ε−1

ij ΦT
2 Φ2.

将上述不等式关系代入矩阵不等式(10)中,整理
可得

r∑
i=1

r∑
j=1

hihj




Ψ1ij Ψ2ij FD1i CT
i

∗ Ψ3ij GTD1i 0
∗ ∗ −γ2I DT

2i

∗ ∗ ∗ −I


 < 0, (11)

式中:

Ψ1ij = AT
i FT + FAi + εijρ

2FFT +

ε−1
ij NT

i Ni + ε−1
ij KT

j BT
i BiKj,

Ψ2ij = P − F + AT
i G + εijρ

2FG,

Ψ3ij = −G−GT + εijρ
2GTG,

即矩阵不等式(11)保证了矩阵不等式(10)的成立.

对矩阵不等式(11)两边同时左乘矩阵diag{F−1,

G−T, I, I}和右乘其转置,并令F̃ = F−1, G̃ = G−1,
P̃ = F̃P G̃, Yj = KjF̃

T, j = 1, 2, · · · , r,则矩阵不
等式(11)转化为

r∑
i=1

r∑
j=1

hihjΞ̃ij =
r∑

i=1

h2
i Ξ̃ii +

r∑
i=1

r∑
i<j

hihj(Ξ̃ij + Ξ̃ji) < 0,
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式中:

Ξ̃ij = Θij + ε−1
ij Ω1ΩT

1 + ε−1
ij Ω2ΩT

2 ,

Ω1 = [NiF̃
T 0 0 0]T,

Ω2 = [BiYj 0 0 0]T.

对上述矩阵不等式应用Schur补引理,即可得到线性
矩阵不等式组(8)和(9). 证毕.

综上,控制器的求解步骤归纳如下:

1) 求解定理3中的LMIs(8)和(9),如果问题可行,
则可得到矩阵F̃和Yi, i = 1, 2, · · · , r;

2) 根据变量关系Yi = KiF̃
T, 闭环模糊双线性

系统(5)的局部状态反馈控制器增益为

Ki = YiF̃
−T, i = 1, 2, · · · , r; (12)

3) 将求解得到的局部状态反馈增益Ki代入表达

式(4)中,整理可得用于控制系统的总体控制器形式.

由此可见,控制器增益(12)独立于Lyapunov矩阵,
只和引入的自由矩阵有关, 解除了Lyapunov矩阵对
称正定的束缚.

进一步, 若令γ2 = β, 通过求解以下优化问题还
可得到的最优解,即

min β

s.t. LMIs (8)和 (9).
(13)

此时,对应的控制器称为最优H∞控制器.

4 数数数值值值示示示例例例(Numerical example)
连续搅拌反应釜(CSTR)是实现聚合反应的一种

广泛使用的化学反应器, 在石油、医药、试剂、食品
以及合成材料等工业生产过程中占有相当重要的地

位. 由于过程本身存在明显的非线性特征,因此控制
起来非常困难,常规方法难以取得令人满意的效果.
为了验证本文方法的可行性, 以下将应用上述方法
对CSTR系统进行仿真研究. CSTR状态方程[11]如下:




ẋ1(t) = −k1x1(t)− k3x
2
1(t)+

u(t)(CA0 − x1(t))− 5w(t),
ẋ2(t) = k1x1(t)− k2x2(t)−

u(t)x2(t) + 15w(t),

(14)

其中: x1(t)为反应釜中反应物的浓度(mol/L), x2(t)
为生成物的浓度(mol/L), 控制输入u(t)为稀释比
例(h−1). 系统中动力参数选取为

k1 = 50 h−1, k2 = 100 h−1,

k3 = 10 L/(mol · h), CA0 = 10 mol/L.

假设x1(t) ∈ [0, 10], 采用两个T-S模糊双线性模
型来逼近CSTR系统(14),即

Rule 1: IF x1(t) is about 0, THEN

ẋ(t)=A1x(t)+N1x(t)u(t)+B1u(t)+D11w(t),
z(t) = C1x(t) + D21w(t).

Rule 2: IF x1(t) is about 10, THEN

ẋ(t)=A2x(t)+N2x(t)u(t)+B2u(t)+D12w(t),
z(t) = C2x(t) + D22w(t).

其中系统参数矩阵如下:

A1 =

[
−50 0
50 −100

]
, A2 =

[
−150 0
50 −100

]
,

N1 = N2 =

[
−1 0
0 −1

]
, B1 = B2 =

[
10
0

]
,

D11 = D12 = [−5 15]T, C1 = C2 = [0 1],

D21 = D22 = 0.

对应规则的模糊隶属度函数为

h1(x1(t)) = 1− 0.1x1(t), h1(x2(t)) = 0.1x1(t).

给定H∞性能指标γ = 0.8, ρ = 0.5,选取控制器
增益K1 = [−0.5 −0.8], K2 = [−2.5 −1.5]. 求
解LMIs(8)和(9),可找到与之对应的可行解

F̃ =

[
10.2544 4.7797
−0.4989 9.3795

]
.

进一步,求解优化问题(13),可得γmin = 0.0197.

为便于比较,取系统(14)的一个平衡点

xd = [4.5 1.266]T, ud = 77.7272.

则此时控制器结构变换为

∆u(t) =
2∑

i=1

hi(x1(t))
ρKi∆x(t)√

1 + ∆xT(t)KT
i Ki∆x(t)

,

(15)

其中: ∆u(t) = u(t)− ud, ∆x(t) = x(t)− xd.

假设干扰

w(t) = e−t · sin(5t), t > 0,

将上述控制器应用于CSTR系统(14), 图1和图2分别
给出了该系统在初始条件x0 = [5.5 −1.8]T下的状
态响应和与之对应的控制曲线.

图 1 系统的状态响应曲线

Fig. 1 State responses of system
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图 2 系统的控制曲线

Fig. 2 Control curve of system

由仿真结果可以看出, 在控制器(15)的作用下,
状态响应经过短暂的过渡过程后均能维持在给定

的平衡点xd = [4.5 1.266]T附近,因此所设计的控
制器可以保证FBS是渐近稳定的. 对比文献[9, 11]可
知, 文献 [9]没有考虑干扰对系统的影响, 而本文在
干扰存在的情况下仍能取得较快的响应时间和较好

的过渡过程特性;在相同初始条件下,文献 [11]给出
的状态曲线波动较大且响应时间较长,需要35 s才能
使系统到达所给的平衡点附近,而本文只需3 s就能
满足要求; 此外, 这两篇文献均采用了5条模糊规则
对CSTR系统进行建模,而本文只采用了两条模糊规
则,同样可使系统获得良好的响应效果.

进一步, 假定系数矩阵A1和A2中的某些参数有

10%的波动,即

A1 =

[
−50 + a 0

50 −100

]
, A2 =

[
−150 + b 0

50 −100

]
,

其中: a ∈ [−5, 5], b ∈ [−15, 15],仍取相同的控制器
增益求解LMIs (8)和(9). 那么当参数a和b分别以步

长1变化时, 对于每一对(a, b), LMIs (8)和(9)均可行.
也就是说,当系统矩阵在给定的范围内波动时,用控
制器(15)控制系统都适用, 由此说明所设计的控制
器(15)具有一定的鲁棒性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文以连续CSTR系统为研究对象,利用T-S模糊

双线性模型对其进行建模. 通过引入两个自由矩阵,
给出一个新的保证闭环FBS全局渐近稳定的分析方
法. 自由矩阵的引入解除了Lyapunov矩阵和系统矩
阵之间的耦合关系,使得控制器的设计不再只依赖
于Lyapunov矩阵对称正定的条件. 文中的结果最终

可全部归结为一组线性矩阵不等式的可行性问题,
并通过仿真研究,验证了本文方法的有效性.
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